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YHUBEP3AJIHU MACTEP IIABJIOH

Cmpykmypa cmeapa nyycnocm. Kaoa ce npoonem xopexmno
Mooenyje Kao mperxca oozosapajyhez muna u mez060 peuierbe
nocmaje MamemMamuyuKa HyIHcHOCHl.

AIICTPAKT

OBaj pax mpencTaBiba jeAMHCTBEHH, CBEOOYXBATHH MacTep MIA0JIOH 3a pelaBambe MaTeMaTHIKHUX TTpodiieMa
KpO3 TeopHjy penarronnx mpexa. Jlepunumemo ocam tumosa mpexa (L, P, Q, R, S, T, U, V)koju, 3acax,
MOKPHUBAjy CBE KJIace Mmpobdiema ca KojuMa CMO ce J1ocaj cycpenu. Jlajemo yHHUBep3alHy MapaMeTpru3OBaHy
KOHCTPYKIIH]y MpeXe, yCTaHOBJbaBaMO OIIITE CTPYKTYPHE yCIOBE M CTATHCTUYKE UMIIEPATHUBE, U U3BOTUMO
JEIMHCTBEHY TIIaBHY TEOPEMY YHjH Cy CICLHjaIHU CITy4ajeBH pellerha 3a CBaku nojenuHagnu tum. [ladmon
00e30elhyyje na ce 6beckoHauaHn Opoj Teopema U MpodiIeMa CBOJIM Ha MPUMEHY jeJTHE MaTeMaTHIKe CTPYKTYpE,
YHja je BAIMJAHOCT OCUT'YpaHa Kpo3 BUIIECTpyKe JoKase. Pajx mpeacTaBiba KOMIUIETHY CHHTE3Y YHHBEP3aHe
METOJIOJIOTHj€ U CIY)KH Kao KOHauHa pe()epeHTHa OCHOBA.

K/bYYHE PEYM: Vuusepsanna MeTOM0JI0THja, PETAlMOHE MPEKE, TOKa3HH MEXaHHM3aM, CTPYKTypHA
Hy>KHOCT, TUTIOBH MPE3Xa, MacTep 1abJIoH, MaTeEMaTHIKa YHUpUKALHU]ja

AMS KIIACU®UKAIIAJA (2020):

00A30 dunozoduja MaTeMaTHKE,

03F03Teopuja nokaza U KOHCTPYKTHBHA MaTEMaTHKa,
05C82Manu cBetcku rpadoBU, KOMIIJIEKCHE MPEXKE;
11-00 Ommitu panoBu U3 Teopuje Opojena,
68Q15Knace ci10xeHOCTH.

1. YBOJ

OBaj panx je mpBU pan jeaHe TpHjaIe pagoBa Koja, 3ajeTHO ca MPETXOAHE JBE TpHjaae, Tpaau OCHOBY 1a Oymy
peIIeHN CBH MaTeMAaTUYKH MPOOJIEMH U TO jETHOM METOJIOJIOTHjoM, 0e3 0031upa Ha BUXOBY CIIEIU(PUIHOCT.
VY npBoj TpujaaH, Ha KOjy Ce OBJIE TIO3UBAMO, KOjy CMO Ha3Balu Ipujada HysicHocmu, ictuaeMo pan Teopuja
cmpykmypue Hyschocmu [2] rae ce uctuue Teopema 7.3 0 KOjoj ce CBaKU MpoOJIeM MOXKE MPECIUKATH Y
oarosapajyhy mpexxy. Ha ocHOBY oBe TeopeMe pa3BujeHe Cy JABE KOMILIETHE TpHjaje PazoBa, o KOjUX OHY
JPYTY yIpaBo 3aN0YHHEMO Ca YBEpeHEM Jia ieMo HheHUM 3aBPILIETKOM JOOUTH METOJIONIOTH]Y Koja hie outn
TeMeJb 3a pelllaBame CBUX MO3HATHX M HEKHX Oyayhux, joumr Hemo3HaTHX, nmpobiemMa. J[eTaJbHOM aHaIH30M
112 maTemaTnukux npobiema, Koje UMaMo Ha pacrojiaramy, YTBpheHo je J1a ce CBU MOMEHYTH IpodiieMu
MOTY MPECIHUKATH y 0caM THIIOBA MpeXka Koje CMO 03HA4MIIM TaTHHNYHUM cioBuma: L, P, Q, R, S, T, U, V.
OBo je Manu O6poj TUTIOBA aKO Ce€ Y3ME Y 003Up KOJUYHMHA U Pa3HOBPCHOCT Mpobiema Koju ¢y obpalhenu, anu
HariamaBaMo Ja je METO/I0JIOTHja OTBOPEHa a HHje TEUIKO JI0JaTH U HOBH THIT YKOJIMKO CE yKa)xe oTpeoa.
Kipy4yHa mHOBaIMja OBOT paja JIeXKH y IPOMEHH CTaTyca CTATUCTUYKUX yCJIOBa. Y KIACHYHOM IPHUCTYIY,
YCJIOBH TIOTYT ciiabe Kopenalnyje WM OrpaHuYeha BaphjaHCe YBOJE Ce Kao MPETIOCTaBKe Koje OHaa Tpeda
BepU(HUKOBATH 33 CBaKM MPoOJIeM NOHA0Cc00. Y OBOM pajy TH YCIOBU UMajy CacBU JPYradyHju CTaTyc. OHH
CY CTPYKTYpHH MMIIEPATHBU — MAaTEMAaTHIKE HY)KHOCTH KOj€ ayTOMAaTCKH CIIeZIe U3 caMe CTPYKTYpe Mpexe
KaJa je mpobieM KOpeKTHO KiIacu(hUKOBaH U KOPEKTHO MozenoBaH. OBO HHje caMO CEMaHTHYKa Pa3jIuKa; TO
je dyHmaMeHTaHa MPOMEHa y apXUTEKTypH Joka3a. Hemro neraspanje oOpasnoxeme aato je y [Ipmmory A
MareMaTHUYKH armapart KOju MPeTX0a1 OBOM pajy, a U 1eJI0j TpUjaau, BUACTH y pagosuMma [1, 2, 3, 4, 5, 6].

2. JIEOUHUIINJA TUTIOBA U KAHOHCKHU OBJIMIIA NTPOBJIEMA

OBO mOTJIaBJbE TIOCBETWIIN CMO JIe()MHHIIMjaMa CBUX THUIIOBA MPOOJIeMa U FbHXOBUM KaHOHCKUM OOJHIIAMA.
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2.1 le¢punnnuja 1 (YHuBep3aanu npodiem).
[Mpo6nem Il y yHHBEp3aIHO] METOIOIOTHjU 1e(hUHHCAH je Kao ypelheHa meTopka:
n=(T,A F, R

TJie Cy:

*T: ckyn uHAekca uiu napamerapa (0ouuxo N nim meros mojackyi)
A CKyIl KaHAUJATa WX Pelicha

o mopojuia ckynosa uiu GyHkuuja koja mamupa T — P(A)

‘R: penanuja wn npenqukat R € A x T

ot. Tim npobaema u3 ckyma {L, P, Q, R, S, T, U, V}

2.2 Nedpununuja 2 (OcaMm THIOBA NMpodiemMa).

1.

2.

Tun L (Jlexxanapos): Vt € T, 3a € F(t) rakso 1a R(a, t)

Ipumep: 3a cBako N, unrepsan (N?, (N+1)2)caapxu npoct 6poj.

Tun P (Tosumananos): Joo t € T TakBux 1a 3a Heko a = f(t) Baxu R(a, t)

IIpumep: beckonauno MHOTO N TakBUX Ja je N?+1 mpocr.

Tun Q (KBaapatnu —myarunaprutiu). Cucrem ox K yciosa: /\%‘i=1}[Qi(t) = Ja € F(t): R;(a, t)]
IMpumep: 3a cBako N, MOCTOje MPOCTH P, (] TAKBH Ja... (CHCTEM).

Tun R (Pexyp3usnn): IIpo6aemu ca peKyp3sHBHOM CTPYKTYPOM: Ay} = G(@y, t) m R(ag, 1)
IIpumep: Pexyp3uBHO neuHMCaHN HU30BH MTPOCTUX OpojeBa.

Tun S (Crparudukosanu). Xujepapxujcka ctpykrypa: T = Ugy T, ca pasnuuuTuM ycaoBUMa o
CIOjy.

IIpumep: [Ipobaemu ca orpaHMYeHUMA 3aBUCHUM O]1 BEJTHYHHE.

Tun T (TomoJsiomko-komouHaTopuu): [Ipobiemu rae cy ckymnoBu F(t) Tomomomku Wik cy mMakap
KOMOHMHATOPHO TIOBE3aHU.

Ipumep: ITokpuBama, 60jema, pacmoerne.

Tun U (YaudopmHo-1ucTpuOyTHBHHE): Y CI0BH YHU(POPMHE TUCTPUOYIINjE WA PABHOTEKE.
IMpumep: PaBHOMepHA pacnoziena NPOCTUX y APUTMETHIKHM IPOrpecHjama.

Tun V (Xuopunnn): KomOunauja aBa win BUIlle TOPHUX THHOBA. Vako TO HUje THIT Y KIIAaCHYHOM
CMHCITY jep CE CacTOju OJ1 BHIIIC OCHOBHHX TUIOBA (YIJIABHOM JIBa), OBJIC CMO ra TaKO Ha3BaJH MpemMa
MPEXH Y KOjy C€ MPECIUKaBa jep Ta MpekKa UITaK Ce MOXKE CMATPATH MOCCOHUM THIIOM.

IMpumep: IIpodieMu ca BUIIECTPYKAM OTPaHHUUYCHUMA PA3ITHYUTUX BPCTA.

2.3 Jlepunnmuja 3 (YcjaoBu rycTHHE M Mace 110 THILY).
3a cBaku THI Ae(HUHHUIIEMO KapaKTEPUCTHIHY MeEpYy:

Tun L: Jlokanua rycruna -1, = E[| {a € F(t): R(a, t)}|]] — «

Tun P: AkymynatuBHa maca — Zg:’:l}pt =

sTun Q: MynTHAMMEH3HOHATHA TyCcTHHA — 6ananc mmehy pi 3a i=1..K
‘Tun R: CraunonapHa pacrnoena — KOHBEpreHIrja Ka MO3UTHBHO] MEpH
‘Tun S: CnojeBura rycTHHA — YCJIOB TIO CJIOjy

‘Tun T: Tomosomika rycTHHA — IIOKPUBHOCT WJIH ITOBE3aHOCT

Tun U: Yaudopmua mepa — OTKIIOH 01 ouekuBama — 0

‘Tun V: KomOrHOBaHa Mepa — IPOU3BOJI MIIM MUHUMYM Mepa

3. KAHOHCKA KOHCTPYKIHUJA YHUBEP3AJIHE MPEKE

OBo KpaTKo, aJ'II/Ij€3Fp0BI/ITO, orjiaBJbC MMOCBECTHIIM CMO KAHOHCKHM KOHCTp}IKI_II/IjaMa YHUBCP3aJIHE MPCIKE.

3.1 Koncrpyknuja 1 (YHusep3aana penanuona mpexka ®(I1, 1)).

3a gatu npoGiem II Tuma T, KOHCTPYHUIIEMO pENAMOHY MPEXy Ha ciiefehn yHu(pOpPMHH HAYWH:
Ygoposu:

V =V; UV, U ..UV, rae 6poj naprura K 3aBucu ox T:

o = L: k=2 (bumaptutHa)



P: k=2 (ounaptutHa)

Q: k=m+1 (myntunaptutHa, M Opoj yciosa)
R: k=2 ca BpeMEHCKHM MHIEKCOM

S: k=n+1 (n 6poj cnojeBa)

T: K 3aBHCHO 0J1 TOTIOJIOLIKE CTPYKTYpPE

U: k=2 ca nogaTHUM TexKUHAMA
V: K KOMIIO3UTHO

44949499494
{1 1 1 I T 1 T A B

HBune:
E = Uy Eq, e caxu Ey onrosapa jenxnom ycnosy us nedununmje I
Peaanmje:
R =Rj, ...,R;} rae cBaka R; onrosapa joruukom jeiy npodiema.

3.2 Koncrpyknuja 2 (IlapamMeTpu3oBaHa KOHCTPYKIIHja).
Caaku tuI T ofpelyje mapaMerpe KOHCTPYKIIHje:
P4(1): O6poj maptuta
P2 (t): Tim uBKIA (jeMHOCTAaBHE, YCIOBHE, TSKUHCKE, BPEMEHCKE)
P3(t): nedunummja crenena ysopa deg(v)
P.4(1): Manupame npobiiemMa Ha MPEXY

3.3 Koncrpyknuja 3 (Konauna anpoxcumanuja ®y(I1, 1)).
3a N € N, pazmaTtpamo noampexy orpanndery Ha t < N.

3.4 ®PUJTOCOPUIA 3AMEHE — 3ALITO YHUBEP3AJIHA MPEKA PEIIABA IPOBJIEME?
Koncrpykuja mpexe ®(I1, T) HUje caMO TeXHHKA MOJICJIOBamka, Beh je OHa CyINCTaHIMjaHA 3aMEHa CaMOT
npobnema. EBo ueTupu KJbydHa pasjora:

* EKBUBAJIEHTHOCT: IIpo6ewm II je nornyky eKBUBaJICHTaH TBpAU 1a ¢y y Mpexu O(I1, 1)
Ha CHa3M ofpeheHn ycIoBU O CTeeHNMa YBOPOBA, MMOBE3AHOCTH WIIM HEKUM JIPYTHM CTPYKTYPHUM
Kapakrepuctukama. OBO je MPEenn3HO MaTEeMAaTHIKO TPECITUKABAE.

* CTPYKTYPHA T'APAHIIUJA PEHIMBOCTMU: Kama mpexa 3a710B0JbH CTPYKTYPHE YCIOBE 32
THIT T — KPUTUYHY CJI0KEHOCT/Macy, JIOKaIHy CTaOHIHOCT U INI00AJIHY MpoMaraiujy — oHaa npema
Yuusepsannoj meopemu o pewusocmu [6], moctoju TotanHa GyHKIHja KOja 1aje KOHAYHH OATOBOP.
[Tpobnem je CTpyKTypHO pelIuB.

* CTATUCTHUYKA NPUHYJIA: Crpykrypuu umneparusu (CII1, CII2 anu 1 BMX0BE BapujaHTe)
CTaBJbajy MPEXKY Y CTATUCTHYKH OKBHP. AKO OU MMOCTOjalio Hapyliewke (pyma), Taj 01 OHO U3a3Balio
r7100aJTHO CTATUCTHYKO OJICTYNAame KOje OM MPEeKPIINIIO OTpaHIuCHa.

To je cratucTuka HeMOryhHOCT.

* KOHAYHA HYKHOCT: 3anoBoJsbaBame yCclIOBa HE caMo Jia TapaHTyje pememe, Beh yHumTaBa
CBaKy anTepHaTHBY. Mpexa HUje MacuBHA pPerpe3eHTaInja, Beh akTHBHU cHCTEM ca OrpaHHYCHUMA
KOja MpHCcuibaBajy oapeheH ucxom.

4. CTPYKTYPHA AHAJIM3A YHUBEP3AJIHE MPEKE

VY oBoM noryiaB/by nocBeTuheMo ce CTpyKTYPHO] aHAIN3U YHUBEP3AJIHE MPEXKe U3 MPETXOAHOT MOIJIaBba.

4.1Tepamwa 1 (KpurnuHa ciiokeHocT/Maca — ONIITH 00JIHK).
3a caku Tun T noctoju pynkuuja f(N) koja mepu crnoxenoct mpexe Py (I, 1). Ycios je:
. lim{N_m} fT(N) = o0,
*3at=L:f (N) =mingn pe — ©
*3at=P:fp(N) = Z?It:l}ut —
*3a 1= Q: fo(N) =min; Z{_;y p} — =
* UTH.
Hoxa3 1 (U3 depunuuuje 3).
3a cpaku Tun T nedunucana je kapakrepucrtuuna mepa fi(N). 3a Tun L, f(N) = mingoy; pe — oo (ycrmos
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nokanue rycrune). 3a Tum P, fp(N) = Z?tﬂ}ut — oo (ycnos akymynatusHe mace). 3a Tun Q, fo(N) = min;
L ul — oo (ycnoB MynTHAMMEH3MOHATHE TycTHHE). 3a ocTane turose, fi(N) je nedunucana anamorujom.
Crora, 3a cBaku T, limgy_, o3 f:(N) =co. m
Joka3 2 (IIpexo MUHHMAJIHOT CTeNeHa):

1. Hexa je 6(Py) munumanuu creneH mpexe @y (I, ).

2. U3 ycnosa ryctune 3a Tun T (Jedunnnuja 2.3),8(Py) — .

3. Kpurnuna crnoxenoct f(N) je mo nedpununmju GyHKIHja Koja MEpPH CIIOKESHOCT MPEXKeE.

4. Kaxo je f (N) > 8(Py) (jep MUHUMATHH CTEIICH je OMba IPAHUIIA 3a CBAKY MEPY CIIOKEHOCTH),

cequ f (N) — .

5. Hakne limgy_,c.) f(N) =co. m
Hoka3 3 (Ilpexo pacTa MUHMMAJHOT CTeNeHA).
13 Jedunnmmje 2.3,3a cBaku THII T, Kapaktepuctiana Mepa f(N) pacre 6apem kao ¢ « N{% 3a nexo a_1 >

N

log N

0.3at =L, fny = Min p; pacre kao Tog N; 3a T = P, fpy) =X W pacte kao ;32T = Q, fon) pacre

kao N{'=8 V caum cyuajesmma, limgy_, oy £:(N) =c0. m

Hanomena: Jleta/bHu 10Ka3H J1a YCJIOBH T'YCTHHE UMILTUIMPA]y pacT MHHUMAIHOT CTETeHa, MOBE3aHOCT U
eproauyHocT aatu ¢y y [2, Teopeme 3.2, 3.31 Jlema 3.1].

4.2 Tepama 2 (JlokanaHa cTAOUIHOCT — ONIITH 00JIUK).

[Tocroju xoucranta C; > O (y 3aBUCHOCTH OJ1 THIIA) TAKBa Ja CBAKO HAPYIICHE peNalnje Moxe J1a OJoKupa
najpume C; noreHiujanaux Besa y mpexu. 3a T = L: €, = maxg<y; |F()| (wro je orpanuyeno 3a cpaxo
¢ukcuo N, anu pacre ca N); 3a T = P: Cp = 1; uta. Y cBuM cinyuajeBuma C, je OrpaHHYCHO 3a CBaKO (PUKCHO
N, mTO je TOBOJHHO 32 JIOKATHY CTA0MIIHOCT.

Joka3s 1:

3a cBaku THI T, U3 cTpyKType Mpexe (Konctpykumja 1) crieam na CBakO HapylICHE peialije MOXKE Ja
61o0kupa Hajuiie C, moreHnujanHux Besa. 3a Tum L, Cp = |F(t)| (jep pyna y to Giokupa cBe kKaHAMAATE Yy
F(to)). 3a Tun P, Cp = 1 (jep cBaku t naje camo jeany usuiy). 3a Tum Q, Cq = O(1) (jep Hapymeme y
jensom ycioBy 6mokupa O(1) Be3a o yciaoBy). 3a ocTajie TUIIOBE, aHajoruja. Jlakie, mocroju konctanta Cq
> 0 TakBa Jia je yCJIOB JIOKAJTHE CTA0MITHOCTH 33JI0BOJHCH. M

Joxka3 2 (IIpeko KOHAYHOT CTENeHa).

1. U3 Konctpykuuje 1, cBaku uBop y mpexu ®(I1, T) uma konauan crenen deg(v)< A,
rae A, 3aBUCH caMo OJ THTA T.

2. Axo mocTOjH Hapyleme y 4Bopy to, OHO MOKe 1a OJIOKMpa HajBUINIE OHE BE3e KOje Cy MHIUACHTHE
cato.

3. bpoj Be3a nHIMIEHTHUX ca g je HajBuie A,.

4. ]Jlakne, cBako Hapyliewme Ookupa Hajuie C, = A, Be3a.

5. Crora, nocroju kouctanta C, > OTakBa /1a je yCJIOB JOKallHEe CTAOMIIHOCTH 33/I0BOJHCH. M

Hoxa3s 3 (Ilpexo Teopuje rpadosa).
1. Tlocmatpajmo paaujyc ytunaja Re(tg) = max{ d : mocroju myr ox t, 1o uBopa Ha ynasenocru d }.
2. U3 ycnosa nokanue crabunHoctu ([2]), cBaku uBOp nMa HajBuiie A cycena (OrpaHUYEH CTETICH).
3. bpoj uBopoBa y paaujycy R je HajBumie AR}
4. Axo je R HeorpanudeH, oHIa OM yTHIAj Hapyliema OMO HEOTpaHWYEH, IITO j€ CYMPOTHO JIOKAIHO]
CTaOMITHOCTH.

Jaxie, Re(to) < Cy 3a Heky koncranty Cyp. Otyma C; = AlGH1] g

o

4.3Tepama 3 (['1odanHa mponaramuja — ONMIITH 00JIMK).



IMoctoju pyHkmuja g.(N) — o TakBa Ja aK0 MOCTOjU HEKO HAPYIIEHE Ha HUBOY to, oHma 3a N > Ny Baku
Mepere YKynHOTr oactynama Ay = g.(N). O6nuk g, 3aBHCH 01 THIIA.
Joka3 1 (Ilpexo MOBe3aHOCTH U PacTa MUHUMAJHOT CTENeHa).
Heka je 8(N) munumanuu crenen mpexe Py (11, T). U3 yenosa kputuute cnoxenoctr (KC), 8 (N) — oo,
[TpeTnoctaBuMO 2 TOCTOjH HapyIIeHhe y uBopy to. 13 nokanne crabunHoctu (JIC), Hapyliewe TUPEKTHO
yruue Ha HajBuine C, cycenma uBopa to. Melhyrum, u3 rmobanne npomaranuje (I'TI), yrunaj Hapyuema ce
nporarupa Kpo3 YHTaBy ITOBE3aHy KOMIIOHEHTY MPEXe.
JHebunummmo ,chepy yrunaja” B (to) = {t : yruuaj Hapymema cruxke 10 t y HajBuIe I KOpaka}.
Tana Baxu:

*[Bo(to)| = 1

° |B{r+1}(t0)| 2 |Br(t0)| + (ST(N) _C‘r) 3ar<
Nnaykumjom gobujamo:
N
(Bilto)l2 1+ 6(N) ~Co) - raar S
N

25.(0N) u kopucrehu 8,(N) — oo, mobujamo:

Bi(to)| 2 1 4~ - (1 ——) x>

| r( 0)|— 2 ( _ST(N))NZ'

Csaxu uBop y B, (o) monpuHocu mepermy ykynHe BaprjabriaIHocTu Ay 0ap HEKOM (GUKCHOM U3HOCY € > 0
(jep 3at € B(to), X; 3HauajHo ozxcTyma o N,). Crora:

8(N)

VY3umajyhu r =

N
*Ay2 |Br(t0)| "Gy 25 " Cr

N
Hakie, mocroju GpyHkmnuja g-(N) = ¢ - 5~ % TaKsa 1 Ay=>g.(N). m

Hoxa3 2 (IIpexo MOBE3aHOCTH MpPEIKe).
1. U3 ycnosa kputnune cnoxeHoctd (Tepama 1), mpexa @y (11, T) je moBe3ana 3a 10BobHO Besko N
(cnenu w3 [2, Jedununmja 2.3]).
2. AKO 1OCTOjU HapyIleHe Y UBOpY Lo, OHO yTHYE Ha CBE YBOPOBE JI0 KOjUX MOCTOjH TIYT.
3. Tlowrro je Mpexa moBe3aHa, cBaku 4Bop je ynasbe HajBuiie D (N) ox to, rae D(N) — o kaga N —
0,
4. Jlakie, yTHIa] HapyLICHa Ce MPOMAarupa Kpo3 Ieiry Mpexy, na noctoju ¢pyuknuja g.(N) — o taksa
na An(t) 2 g-(N). m
Hoxka3 3 (Ilpexo eproauyuke Teopuje).
1. Tlocmatpajmo MapkoBibeB naHail [13], Ha cTamuMa Mpexe Py.
2. U3 ycnosa kputnune cnoxeHoctu (TBpama 1), maHan je eproauda.
3. U3 nedununuje riobande nponarammje ([2, debununmja 2.5]),y eproguuxom nanity [14] mokamHo
HapyIIeke Ce MOpa MPOINArupaTH Kpo3 11e0 CHCTEM.
4. bpsuna nponaranuje je Hajmame g.(N) (13 ycinosa riobaiiHe nponaraipmje).
. Haxue, AN(‘l") 2K, - Wr(to) ! g‘t(N) u

()]

4.43akpyvyak norJjaBsba 4.

3a cBaku npobuiem II Tuma T Koju 3310BOJbaBa oaroBapajyhe yciaose ryctune/mMace, IpUIpYKEeHa j€ Mpexa
®(I1, 7) 3amoBosbaBa Tpu cTpykrypHa yciosa (KC/AKM, JIC, I'll), koja cy nedunucana y pany [2], a koja
Cy HEOINXO/iHa 3a IPUMEHY VHugepszanne meopeme o peuwiueocmu, u3 paaa [6].

5. CTATUCTUYKHU OKBUP U CTPYKTYPHU UMIIEPATUBH

OBO Ba)HO MOI1aBJbE OCBETHIIM CMO CTPYKTYPHUM MMIEpAaTUBMMA U YHUBEP3AJIHO] JIEMU O IIpOMarauuju.




5.0 lepunnuuja 4 (YHUBep3adHe CTATHCTHYKE BeJHYNHE).
3a mpexy @ (I, 1) nedunumemo:
X = Mepa3a10BoJbCHa yCIIOBa 3a mapamerap t (crerneH, HHAUKATOP, UTAL.)
= E[X{]
o? = Var[X,]
Ay (T) = Mepa yKyIHEe BapjaOHIHOCTH (3aBHCHO O] T)

5.1 Umnepatus CII1 (Ciraba axyromesHa KopeJainuja — ONMIITH 00JIMK).
[MocToju dynkimja @,(K) xoja onana ka O TakBa 1a 3a t, Sca J0BOJFHO BETHKUM |[t-S|Baxu:
1Corr(Xe, Xs)| < @+ (|t-s]).

C C
«O0muK @ 3aBucu o thma: 3a T = L: @ (K) < E; 3at=P:@p(k) < ﬁ; UT/I.

5.2 Umnepatus CII2 (OrpanuveHa rji06ajHa BapujadOUITHOCT — ONIITH 00JIUK).
[Tocroju xorcranta D > OtakBa 1a 3a cBe 10BOJBFHO Benmke N Baku:
.AN(T) < D‘[ ' h‘t(N)

N
rae h(N) je dynkrimja pacra (Hmp. Tog N 3a L

, lol;;IN 3a P, N3a Q, urx.).

5.3 Craryc CII1 u CII2 ka0 cTpyKTypHMX MMIIEPaTHBA.

CII1 n CII2 HuCY IPOM3BOJBHE CTATHCTHYKE IIPETIIOCTABKE, OHU Cy CTPYKTYPHU MMIIEPATHBY KOjH CIIE/e U3
teopuje [1, 2, 3]3a cBaKy KOPEKTHO KOHCTPpYyHCaHy MPEXy JaTor Tumna T. Kaja nokaxemo ja HeKu npodiiem
NpUIajga THITY T, ayTOMaTCKU 3HAMO J1a 3 Bera BaXke 0JroBapajyhu uMmepaTHBH.

5.4 Jlema 5.4 (YuuBep3a/iHa jieMa 0 nponaranujm).
Hexka npooaem II, Tuma T € {L, P, Q, R, S, T, U, V},3an0oBospaBa ctpykrypuu umneparus CII1 3a 1. Ako
NOCTOjU Hapyluewme (pymna win 3Ha4yajaH AeUIMT) Ha HUBOY to, oHa mocToju koHcTanTa Ky > O (3aBuCcHO
0J1 T ¥ mapamerapa mpobiema) Taksa 1a 3a N > Ng Baxu:
AN(T) 2 K‘t * W‘r(to) ® g‘t(N)
e je:

* W,(to) Texxnna Hapymema (3a T = L: pg,y; 3a T = P: 1, 3a T = Q: MUHUMYM 110 yCIIOBUMAa)

;3at1=P, 3at=Q:N1%; yrp.)

* g.(N) dbynkuuja pacra (3a T = L: Tog N Tog N

Joka3 1 (C1aBHU MeTO/ — CEKTPAJIHA AHAJIN3Aa KOpeJallHOHe MAaTPHUIE).

Kopak 1: IlogemaBame 03HaKa 1 HOpMaJIu3anmja.

Heka cy X1, X, ..., Xy npoMeHJbuBe mpoGieMa (CTENeH! YBOPOBA, HHAUKATOPHU, UT/I.).

JeduHummmMo HopMaaIM30BaHe MPOMEHIbHBE:

Z; = X¢ —1)/oy, rae je of = Var[Xy].

Hexka je Zy = [pgpl{i,j = 13N xopenaumona marpuua, 1j.p{ij} = Corr(Z; Z;).

Kopak 2: KapakTtepu3auuja Hapyuema.

IIpeTnocTaBuMoO a Ha HUBOY to MMaMO Hapymeme. KonkpeTHo, npeTnoctaBumo 1a je X, } 3Ha4ajHO Mame
0J1 oueKUBaHOT. JlepUHUITIMO BEKTOP JieBHjaIHje:

V= (Vq, Vz, ...Wy) Tae je Vy =Z¢ 3a t £ tg, a Vi) = Wy ) /0,y (ep je X, 3 = O nmu maio).

Kopak 3: Ilpumena umneparusa CIT1. —u_{-| }

13 CIT1 umamo 1a 3a [i-]] > D¢(N) (rze je D¢(N) = log2 N3a T = L, VN 3a T = P, utx.) Basu P | < @<([i-j])
ca @(k) — 0.

OBo uMITIHIHpA /12 je MaTpuna Xy ,,AWjaroHaIHo JOMHUHAHTHA" Y cIa0OM CMUCITY: BaH JIdjaroHanie HHpuHe
D.(N), xopenauuje cy mare.

Kopak 4: CnexrpaJsina anaau3a Zy.

Pazmorpumo kBaapatuunu 00muk Qn= V'Zy V =X 5 Pgj) Vi Vj-



OBaj 001MK mpeacTaBba YKYITHY KOpEIHCaHy Bapujanujy y cucreMy. Ham b je 1a 1aMo 10mYy TpaHuIly
3a Qy.

Kopak 5: Jloma rpaHuna 3a HajMamwy CONCTBEHY BPETHOCT Ay in(Zy).

Kopucrehu INepumropune kpyxuuie [12] u CIT1 MoskeMo moka3aTH Ja MOCTOju KOHCTaHTa €, > 0 TakBa 1a:

c
* Amin(En) 2 logTN sat=L,P

c
* Amin(Zn) = N_z 3a1 = Q (3a Heko € > 0)

* UTHI.
Ogjammeme: 3a MaTpuile ca cinabo onanajyhum kopenamujama, 100po je mo3nato, npema [12, Teopema X]

u [2, Jlema 3.1], 1a HajMama CONCTBEHA BPEAHOCT HE omajga Opxe on . Taga, 3a T = L, xopenanmje

log N
1
omajajy Kao ﬁ, mTo oHAa oxarosapa TeruuioBoj marpuitk [12] uuja HajMama CONCTBEHA BPEIHOCT j&
1

> log N 3a T = P, Te kopenanuje onaaajy Kao \/li—_il, IITO J]aj€ jauy TPaHuIly, OOUIHO Apin> m
. 3a 1 = Q, MyNTHIMMEH3HOHATHA CTPYKTYPA J1aj€ Apin = NE
Kopak 6: IIponiena Hopme BekTopa V.
Nwmamo:

Hito}
VIR = Zf_qy V2 2 VG, = ()2

Ot}
3a Tunu4He npobieme, Gy 1= /My, } (32 OunapHe npomensbuBe win Iloaconoy pacnogeny [15]), ma:

IVIZ = p, ;-

Kopak 7: Jloma rpanuna 3a Qy (mpeJMMuHApHA).

Kopucrehu cnekrpality JeKOMIIO3UIHT]Y:

Qn = VIEZN V= Agin(En) © IVII22 o
log

A 0BO je MpeBHIIIe ONTUMHCTUIHO —Tpeba y3eTH y 003up caMo OHe KOOpIUHATE T/ je V 3HadajaH.

Kopak 8: Y3opak nHaekca ca 3HAYAjHUM YTHIAjeM.

Hebunummmo ckyn uagekca | = {t : |t - t o] < R¢(N)}, rae je R¢(N) pamujyc nmponaraipje.

U3 CII1 u u3 MexaHu3Ma mpomnarainuje (crenuuyHOr 3a CBakH THII), MOxkeMo nokasatu 1a noctoju R (N)

TakBo 1a 3a t € | Baxu |[ve| > 8, ¢ |v{t0}| 3a HeKo 8. > 0.

8~1
L™ 2

. =L, P.
N M 32T

N
8at=L: R (N) =m,

1
8a1 = P:Rp(N) =VN, 8p =3

YT,
Oo6jammeme: Panujyc nponaranuje u oapehyje ce u3 obmuka came kopenarnuoHe GyHkuje @,. 3a T = L,
Kopenanuje onanajy kao 1/K, ma Taga yTuiaj Hapylema OCILIIYje Ha YAaJbeHOCTH pelia BEIMYUHE CUCTEMA
MOJIeJbEeHO] JorapuTaMckuM (axtopom. [Ipenusnuje, 3a mpocte OpojeBe, MO3HATO je J1a pyna y UHTEPBAIY

yTHYE Ha pacrofelly MpoCTUX Y YAAJbeHUM HMHTEpBaJIMMa MPEKO yCclIOBa KOH3UCTEHTHOCTH cHTa. 3a T = P,
1

Op>xe omaaajyha xopenarmja E naje kpahu panujyc.
Kopak 9: IlpoueHa yKynmHOr J0NPHHOCA.
PaznBojumo Qy Ha IWjaroHAIHM U BaHIWjarOHAIHU JIC0:
* Qn = ZivP + Zsiy iy ViVy 2 Zgien Vi — sy gl Villvl-
Kopucrehu CII1 3a BanaujaroHaanu aeo u unmbeHuiy aa je ||| = Ry (N), ro6ujamo:
*Qn = I] * (8% ng,) - Ziixj) gl villv;l.
3a Banaujaronandy cymy, kopuctehn Komm-1lIBapuoBy HejeqHakocT n uumeHully 1a je |pgj| < @ (i-j]),
UMamo:
* Xy IPaplvillvyl < (Bilvil)? e maxgy Z; @ ([i-])) < (|I] » 8 Vhpp)? e Cop,



rae Cy= max; Z; @(fij]) = O(log N)3at=L n OWN)3a1=P.
Hakne:

* Qn 2 |I| 87 1) - Cop 112 87 1y} = 11 8% peyy (1-Co [1]).
Kopak 10: Konauna qoma rpaHuna.

1
M3abepumo N noBosbHO Benmko Tako na Cy, |1 < > Tana:

1.5
*Quz 587 Il py)-
[omrro [I] = R¢(N), umamo Qy = K7 * pye3 * Re(N).
A Ay (1) je ynpaso nponoprironanao Qy (3at = L: Ay(L) = Qy; 3at = P: Ay(P)= Qy * log N; utx.) [6,
JHebununmja 4.1).
N

_log N

N
Haxre, 3a T =L: Ay(L) 2K  py °m (Gep RL(N) )

| N
Sat=PAn(P)ZKe e 1o0o N Uep Wy = 1uRe(N) =100

IITO j€ YIPaBo TBPAmA JieMe. M

Hoka3s 2 (Ilpexo ®ypujeoBe aHATU3E).

Kopak 1: lepunnuuja reneparopcke pyHKmuje.
JNedunummmo: F(0) = Z?tﬂ}vt e2m 0} e cy v, kao rope.
Kopak 2: Ycii0BH 13 HapyLIema.

Hapymeme y to maje: [F(0)] = E v¢| = py,y (mo anpoxcumaruju).
Kopak 3: I1apceBaJioBa jeHAKOCT.

Ay(7) je mponopuronaiHo [o! |F(6)[2 d9.

Kopak 4: Kopunrhemwe CII1 (mpeko cexkTpajiHe Mepe).

CII1 ummuniypa 1a creKkTap KopenaluoHe MaTpULe UMa OrpaHUYeHha Ha HUCKUM (ppeKBeHIMjaMa.
KoHKkpeTHO, MoCcToju KOHCTaHTa C, TaKBa Jia 3a Maje 0:

SO o ozt o Gar=L)
ZCr * Ky log N 3aT=1L).

Kopak 5: Be3a ca Ay(1).
IToruro je Ay(t) = ,[ ol [F(6)[2 W,(8) d6 3a ey Texuncky dyukimjy W,(8) (koja je omanajyha), nmamo:

0{e} N
can@2 [ IFO)RW(0) 40> Wi(e) * o 2, o

Opnaene ce no0uja TpaskeHa rpaHMIa. W

Hoka3 3 (KoMOMHATOPHHN MeTOX — MyTamke Y MPEKH).

Kopak 1: MoaenoBame Mpe:ke.

Konctpyummumo rpad G ca uoposuma t = 1,...,N.HBuie nocroje u3mel)y uBopoBa i u j ako je Kopenaiuja
P ij) M3HAJ HEKOT mpara 1.

Kopak 2: Ilyrame nponarauuje.

Hedunummumo myTamy nponaramnuje o to 10 t kao Hu3 uBoposa to, 1, ..., t,= t rme cBakm y3acTomHu map
MOBE3aH UBHIIOM.

Kopak 3: Bpojame nyrama.

360r CII1, rpad G nma ocobuny cnabe MOBE3aHOCTHU: 3a CBAKO t, TOCTOjU MHOTO myTama o o 1o t.
[Mpeuusnuje, 6poj nyrama ayxune K pacre xao (log N) kB gar=1L,

Kopak 4: YTunaj pyne.

Pyma y to, 6mokupa cBe myTame Koje mposase Kpo3 tg. [Ipoceuan 6poj Omokupanux myTtama mo 4Bopy t je > C
* (log N)'¥ 33 nexe xoncrante ¢, d.

Kopak 5: Be3a ca Ay(1).

Caaka OJoKHpaHa myTama JOMPUHOCH BapHjanuju 0ap KOHCTAHTOM.



Viynnu gonpunoc je > Zfi_y; €+ (log N)® = N « (log N) ¥,

[MoxenraBameM mapamerapa godujamo Ay(t) > Ky 3aT=L. m

log N

Odjammeme koHcTaHTH K
K, ce Moe eKCIUTMLIUTHO U3Pa3uTH MPEKO apaMmeTapa U3 UMIEepaTUBa!
3at=L:

CL PL
QKL :?.85 o(l_

2C X
logN~  2C’logN

rae cy:
oc;, u3 CII1 (rpanuia kopenarmje)
*8,, u3 Mexanu3ma npomaraimje (06uuro < 0.5)
*C, C' u3 ycIioBa JIOKaTHe CTaOMITHOCTH

*p, = MPOCEK % 3a t y MHTepBay mpomnaraiyje
t
Bat=P:

C C 1
QKP:?P.(:L— P

\/ﬁ) ) log N
rae je Cp KoHCcTaHTa U3 KBagpatuike kopenanuje (CII-K).

Hanomena: Naxo K, 3aBucu on N, 3a noBossHO Benuko N OHaA je MO3UTUBHA U OTpaHMYEHA 003710, LITO je
JIOBOJHHO 32 JI0Ka3 KoHTpaaukmuje y Teopemu 6.1.Y camoj Jlemu 5.4, koncrante Ky 1 Kp cy y3umane kao

1 1
¢ukcHe Bpennoctu (Ky = 7 Kp = g). Osne nate ¢opmyse npeacTaBibajy H3BeleHe U3pa3e KOHCTAHTH U3

OCHOBHHUX MapameTapa npobsema (¢, 8y, pr, uta.). Kaga ce cBu oBJe AaTH mapaMeTpu 3aMEHE bHXOBUM

1
TUMAYHUM BpenHocTuMma (Hmp. ¢ = 1, 81, = 0.5,p= 1, C= 1, C'= 1), nobuja ce ympaso K| = 2 uKp= 5

Jlakiie, HMje pey O JBa pa3luuuTa CKyla KOHCTaHTH, Beh 0 ommTeM M3pa3y U HBEroBoj KOHKpeTusauuju. ¥
1
MPAaKTUYHUM MPUMEHaMa, YMECTO ONUITHX H3pa3a, MOXKe KOPHUCTH ce KOHKpeTH3oBaHa BpenHocT Ki = 2!
1 . . .
Kp = g’ [UTO SHAUajHO MOjE/IHOCTABILYjE PatyH.

Ipumep 1: llpumene 3a Tun L (Jle:xxkanapoB npodJiem):

2n
Hexka je X,, = 6poj npoctux y I, = (n?, (n+1)?),n, = —— . [IpernocTaBumo 1a 3a HEKO Ng Baku Xy, 3= 0

logn
Min,} 2n,
.Tama: vy v = — ~-y ~ -
(motnyna pyna). Tazma: Vi, 3 o) Hin,} log n,

W13 CII1 3a mpocre 6pojese: Corr(X,, Xp) < C/[n-m|3a |[n-m| > log? n[15].

Panujyc nponaramnmje: Ry (N) = TogN (mportieHa).
Hpoj j =
pOj 3Ha4YajHO aeKTOBaHUX HHAEKca: |l| log N
tAn(L) 2K Ky oo, N

Jloma rpanuna: Ay(L) =Ky pugp, 3 TogN ~ KL " ogmy TogN'

0) N CII2 naj Ayx(L) £D N* 3a N D
n (] . > * Nn ®
BO pacTe Kao log N 3a (PUKCHO Ng, TOK naje ropwy rpanuiy Ay(L) < TogN a K, o
log N . . .
logn no0uja ce KOHTPAHUKIIKja — JaKJIie HE MOXKE MOCTOjaTh TaKBO Ny.
0

Ipumep 2: llpumene 3a Tun P ([lo1umaHaneBoB npodJiem):



Heka je X,, = ungukatop aa je n>+1npoct, p, = @. IIpeTnocTaBuMo 11a 3a HEKO Ng Baxku Xy 3= 0. Tana
wp(to) =1

1
N3 CII-K: Kopenanyja yciaen kBaapaTHIKux octaraka aaje @p(K) = N [15.

Pamjyc npomararmje: Rp(N) = VN (kpahu rero 3a Tun L 360r cnabuje kopenaruje).

N
. AN(P)>Kpe1l- .
Jloma rpannna: Ay(P) > Kp Tog N

«CII2 3a Tun P: Ay(P)<Dp * (cTpoxuje orpanuuce!).

log N
Konrpanukiuja nactaje unm Kp > Dp, mTo ce nemasa 3a 10BoJbHO Benmko N ako mpeTmocTaBUMO J1a Cy
KOHCTaHTE (PUKCHE.
3ak/byydak:
Jlema 5.4 je yHuBep3anHa — OHA TOKa3yje KaKo JIOKAJIHO HapylIeme, Kpo3 MeXaHn3aM ciiabe au 3HadajHe
kopenanuje (CII1), noBoau 10 MepJbUBOT ritobagHor edekra. CrerduaHn oOJUIM YBEK 3aBUCE O THIIA
npobJieMa, anu CTPYKTypa J0Ka3a je ucTa 3a cBe Tuiose. [IpencraBibenn gokasu (cnekrpannu, Oypujeos u
KOMOHMHATOpPHH) /1ajy Mel)ycOOHO HEe3aBUCHE TIOTBPJIE, LITO YHHH PE3YJTAT H3Y3E€THO POOYCHHM.

5.5 Teopema 5.5 (A3Boheme CTATHCTHYKHX MMIIEPATHBA U3 CTPYKTYPHUX YCJIOBA)
Hexa je G penammona mpexa Koja 3a10BOJbaBa:

* Kputnuna cioxxeHoct win akymyiaatuBaa maca ([2] debununmja 2.3)

o Jlokanua crabunroct ([2] Jdedununuja 2.4)

* I'no6anna nponaranuja ([2] debununuja 2.5)
Hexa cy X npomensprBe nedunucane Ha G Koje Mepe 3a10BOJbeHhE penanyja. Tama Baxke:

* (CII1) Ioctoju dynkimja ¢ ca @¢(K) — Okama K — oo TakBa j1a 3a cBe t # S Baxu:
|Corre, X)| < 9(|t-s|)
* (CII2) Ioctoju korcranta D > Ou ¢pynkuuja pacta h(N) Taksa 1a 3a cBe 10BOJbHO Benuke N Baxu:

AN <D - h(N)
rje je Ay Mepa ykyiHe BapujabunHocTH nedunucana y Jebununmju 4.
Hoka3 1 (CnexkTpajiHa aHAIN3a KOpeJallHoHe MaTpHILe).
Kopak 1: Koncerpykuuja kopenanuoHe MaTpuile.
Jedunmmmmo kopenannony marpuiy Zy = pg;l 3a i,j = 1,...,N, rae je pgj; = Corr(X;, X;). 36or nokanne
cradbmwinoctH ([2] [1.2.4),noctoju koHcTanTta Cy, TakBa Ja CBaKO HapylIeHke penanuje yrude Ha Hajsuine Cp
Be3a. OBO MMILTMIMPA JIa BAHIMjarOHATHH €IEMEHTH P 3 |i-j| > Cp, Op30 onanajy.
Kopak 2: YTunaj rno6anne nponaramuje.
W13 rno6anue nponaramwje ([2] 1.2.5) cieau na Hapymieme Ha HUBOY ty peIOBHO M3a3uBa MEpJbUB eeKar
Ha yJa/beHHMM HMBOMMa. MaTeMaTH4KH, TO 3Ha4YM Ja KOpeJaluoHa MaTpuia Xy MMa CIIeKTpallHa CBOjCTBA
KOja OCHI'YpaBajy Ja HheHa HajMarma COICTBEHA BPEIHOCT Ay, He omana mpedp3o. KoHkpeTHo, Moxe ce

NoKa3at 1a Apin(Zn) = log N

Kopax 3: Be3a ca CII1.
3a mMatpuIie ca Ay, orpanudeHumM 0703710 (y cmucay log N), 1o0po je mo3Haro aa Kopenamuje Mopajy 0p30

3a HEeKy KOHCTaHTy C > Q

omajgaTH ca pacrojamem. IIpenusuuje, moctoju dpyukimja ¢(k) = O ) TakBa 1a Pg;; < ¢(]i-j|). Oso je

(log k
mupektao CII1.

Kopax 4: Be3a ca CII2.

HMebunummmo Ay = Var(ZFt:l} Xe) =2{i.j} pgj oi 0, 1€ jE 62 = Var(X,). Kopucrehu name criekTpanmy
JICKOMIIO3HIIN]y Xy ¥ YMEbEHUILY 1a Ay, in HUjE peMaiu, 1001jamo:

AN = lmax(z:N) ' 2g=1} Giz

10



r/1e je Amay HajBeha cOmcTBeHa BpeAHOCT. 360r ycioBa KPUTHUHE CIOXKEHOCTH, Y. 62 pacte kao N-f(N) 3a
Heky ¢yHkimjy f. 13 cniekTpannux cBojcraBa ciefid Apax(Zn) < C'log N. Crora Ay <D - N - f(N) - log N,
tito je o6k CII2 ca h(N) = N-f(N)-log N.

Kopak 5: 3aBpmerax.

Jakie, u3 tpu ctpykrypHa ycioBa (KC/AKM, JIC, I'll) ciexe CII1 u CII2. m

Hoka3 2 (Metoa cjiade KopeJianuje U TEOPHje CUTA).

Kopak 1: MoaesioBame 3aBUCHOCTH.

Kopucrehu nokanuy crabuinnoct ([2] Jedununuja 2.4), MoxkeMo mokaszat aa cy X, IOKaJHO 3aBUCHE"
NPOMEHJBUBE Ca KOPENAIMjoM Koja OIajja eKCIOHEHIMjaTHO Ha KpahuM pacTojamuMa, 0K ca Ipyre cTpaHe
rinobanna nponaranyja ([2] dedbununmja 2.5)06e36ehyje na nyroaeiane Kopesiaiyje mocTajy cBe ciaduje.
Kopak 2: IIpumeHna Teopuje cuta.

3a cucreMe ca ciaboM AyrofielIHOM KopenaiujoM, meopuja cuma (eHri. sieve theoryhaje orpanuuerma Ha
Bapujancy cyme. Konkperro, ako kopernamuje omnanajy kao @(k), onma Var(} X;) pacre najuie kao (3 )2
MoJIeJbeHO HeKOM (DYHKITHjOM pacTa.

Kopax 3: /IupextHo uzBoheme CII1 u CII2.

U3 nokanue craduwinoctu ([2] Jdedun. 2.4),cnenu na nocroju koHcTanTa L taksa na X u Xg Cy NpakTUYHO
He3aBuCHH 3a |t-S| > L. I'mo6anna nponaramnuja ([2] Jedun. 2.5), naje na , paKTHYHO HE3aBUCHU" TOCTajy
»acUMNTOTCKH He3aBUCHU Kako N pacte. OBo qupektHo nmmumniupa CII1. CII2, kopucTi HEpaBEeHCTBO 32
BapHjaHCy CyMe clabo KOpeIrcaHuX IPOMEHIbHBHX. M

Joka3 3 (Meroa MakcuMaliHe eHTponuje U HHPOPMAIOHE TeopHje).

Kopaxk 1:IIpoctop pacnoaeaa.

PasMoTpuMo ckyn cBUX pacrojienia Ha KOH(pHUTypanyjama CUcTeMa KOjU 3a/10BOJbaBajy CTPYKTypHE yCIIOBE
(KC/AKM, JIC, I'l). OBaj ckyI je KOHBEKCaH.

Kopak 2: MakcumaJjina eHTponuja.

Pacrmoniena koja MakcHMHU3Hpa SHTPOIH]Y Y OBOM CKYITy Moceyje ocoOMHY Ja Cy Kopenaluje, y oapeleHom
CMHCITY, MUHIMAJIHE. 32 TaKBY pacroieny, Aajbe je Moryhe mokasatu Ja Kopenaiuje Mopajy ornagatu 0p30
ca pactojameM — 1o je CII1.

Kopaxk 3: Bapujadujanoct MakcuMaJiHe eHTPOIUje pacnojesie.

Kopuctehu undopmarmone uejennakoctu (PaHoBo HepaBeHCTBO [8] 0OpaTta uHbOpMaImje), OHIa CE MOXKE
MOKA3aTH Ja yKyITHa BapHjaOMITHOCT CHCTEMA ca MAKCHMATHOM €HTPOIIHjOM je OrpaHrueHa (pyHKIIH]OM Koja
3aBHCH CaMoO O] CTPYKTypHuX mapameTapa. Oso aaje CII2.

Kopak 4: YHuKaTHOCT.

[Momro Hamra MpeXa 3a/10BOJbaBa CTPYKTypHE YCIIOBE, OHJa H-CHA CTBApHA pacrojenia Mopa OUTH y CKyITy
pacrniogena. [Ipema npuHIUIY MaKCUMaIHE €HTPOIHUje, CTBAPHA PAcIIoieNa HMa KOpeIaluoHe 0COOuHE Koje
Cy CIIMYHE pacroAesy MakcumaiHe enTpomnyje, na Bake CII1 u CII2. m

Kommnerno m3Boheme ummeparusa CII1 u CII2 u3 CTpyKTypHUX yCIOBa, ca CBUM KOHCTaHTaMa, 1aTo je y
[2, Teopema 5.5]u [3, Cekuuja 7.4]. OBe cy naTu caMo pe3uMe U Be3a ca OCTATKOM pajia.

5.6 Be3a nMnepaTuBa ca TeOPUjCKHM YCJI0OBMMA U HbUXOB CTATYC
CII1 u CII2 cy nupekTHe MOoCIeaAnIe CTPYKType Mpeke U rapanToBahe UCIyHBEeHOCT yClIoBa U3 TEOPH)CKUX
pamosa:

«CI11 06e306ehyje rmobanHy mpormaranujy.

«CII12 06e30ehyje 10BOJbHY YHYTpAIIbY PETYIapHOCT 32 H30JIalHjy KOHTPAIUKIIH]e.

Sajenno, CII1 u CII2 ynHe mpobiieM CTPYKTYPHO KOMITIEKCHUM y cmuciy edunummje 2.1 [6],

ILITO aKTHBUPA YHUBEP3AIHY Teopemy o pewusocmu Kpo3 npeciukasarse [6).
Crpykrypuu ycnou (KC/AKM, JIC, I'll) ummuimpajy cratuctuuke umneparuse CII1 u CII2. Kako ce
3a CBaKkM MpOoOJieM THIA T, KOjH 3a[J0BOJbaBa YCIIOBE I'ycTHHe/Mace KOHCTPYKIIMja, OCHTypaBa Ja Herosa
Mpesxa 3a70BoJbaBa cTpykrypHe yciose, CII1 u CII2 Bake ka0 MaTeMaTH4Ke HY)KHOCTH, a HE Kao CIIOJbHE
HPETIIOCTaBKE.

6. TJTABHE TEOPEME U YHUBEP3AJIHU T1OKA3HU MEXAHU3AM
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OBo mornaBJbe je TIaBHUHA Pajia a CacTOjU Ce O]l IBE TeopeMe, 00e TPOCTPYKO J0Ka3aHe 300T poOYyCHOCTH.

6.1 Teopema 6.1 (YHuBep3aJHU J0KA3HH MEXaHU3aM 3a CBe THIIOBE).
Heka je I mpo6aem tuma T € {L, P, Q, R, S, T, U, V}.Ako II 3an0BospaBa oaroeapajyhe ycnose rycruse/
mace 3a tun T (nedunucane y Jlepununuju 3), onna Il Baxu.

Joka3 13a 6.1 (YHUBep3aJHH TOK).
Kopak 1: MoaenoBame.
Konctpyumemo penanmony mpexy ®(I1, t) kao y Konctpykuuju 1. OBa KOHCTPYKIIHja je TUI-Crieu(UIHA
u 00e30elyje ma ce cTpykTypa nmpobiiemMa Mpenn3Ho npecinkaBa y Mpexy [2, Teopema 7.3].
Kopak 2: CtpykrypHa aHaau3a.
360r ycnoBa ryctune/mace 3a tun T, 3a Mpexy ®(I1, T) Baxke ycnoBu u3z Teopuje cmpykmypHe HYICHOCTU
[2]:

* (KC/AKM): KputnuHa CI0KE€HOCT HIH aKyMyJIaTHBHA Maca Texxu 6eckoHaunoctu (TBpama 4.1).

* (JIC): JlokanHa cTabuiHOCT — Hapymiewe 6okupa Hajsuie O(1) unu o(|V|]) Besa (TBpama 4.2).

o ('M): T'mobanHa mpormaraija — Hapyliekhe KMa MEPJbUB YTHIIA] Ha unTaBy Mpexky (TBpama 4.3).
dera/bHuje:
3at =L, ycnoB KC je min p; — o3 3at =P, AKM je X p; =03 3a T = Q, My/ITHIMMEH3HOHATHA TyCTHHA
Oanancupana, uta. OBH yCIIOBH CY CKBHBAJCHTHU OrpaHuuckhuma nedunucanum y [2, dedun. 2.3-2.5].
Kopak 3: CTpyKkTypHHM HMIIEPATUBH.
IToruro je I Tuma T 1 3a10B0JbaBa ropme yciose, Taa u3 Teopeme 5.1u 6.4 [2] ciean na 3a lErOBY MPEXy
ayTOMAaTCKH Ba)Ke CTPYKTYPHH UMIIEPATHBH:

* CII1: Ycnos cnabe ayroxenue kopenammje (Corr( X, Xg) — 03a |t-S| — o).
* CII2: YcioB orpanuucHe riaobdanne Bapujadbunnoctu (Ay(t) < Dy - h(N)).
OBO Cy HMIepaTHBH, a HE TIPETIOCTABKE — OHH CJIEJIE MATEMAaTHIKH U3 CTPYKTYype MpeKe Koja 3aJJ0BOJhaBa
(KC, Jc, rm) [2].
Kopaxk 4: IlpernocTtaBka cynpoTHOT.
[MpernocraBumo aa Il e Baxku. Taga nocToju 6ap jeaHo Hapyliewme (,pyna”) Ha HEKOM HHUBOY {o.
KonkpeTHo, 32 T = L TO 3Ha4ym Aa He MOCTOjU 00jeKaT KOju 3a70BoJbaBa ycioB y ckymy F(tg); 3a T = P o
3HauM ja 3a cBe qoBoJbHO Benmuke t, R(f(t),t) me Baxku, ur.
Kopaxk 5: Jlema o nponaranuju.
[Tpumenom Jleme 5.4 (@uju cy NOTIYHH JOKa3M JaTH Y IPETXOJHOM OJICJbKY) Ha OBO Hapylleme, J00HjaMo
711a 3a 10BOJbHO Besnko N Baxu:
AN(T) = K‘t' W‘t(tO) ’ g‘[(N)v
rae cy K > 0,w,(to) Terxuna Hapymiema, a 8.(N) dyHkuunja pacta cnenududna 3a THIL.
N N

Ipumep: 3a 1 =L, wy(to) = pgy u 8L(N) = @; 3a1=P,wp(ty) = 1u gp(N) =m.
Kopak 6: Orpannyeme u3 CII2.
W3 nummeparusa CII2 3a THII T ”MaMo OOpHYTY HEPaBEHOCT:
AN(T) = D‘t ' h‘r(N)’ )

N N
rae je hy(N) dynkrmja pacra (amp. 3a t = L, hy(N) = _log N; 3a1 =P, hp(N) = _log N )-

Kopak 7: Acumnrorcka nopehema.

YcnoB rycrune/mace ocurypasa a We(to) Huje 3anemapuBo (Hop. 3a T = L, Mg,; — o). Takobe, 3a cBaku
tun 1, ynkuuje g-(N) u h(N) 3anososmasajy: limgy_,c)[Ky - We(to) - 8:(N)] / [Dy - hy(N)] = oo.

To je nupekTHa nocneauna aepuHUIIAja OBUX (YHKIIHja 32 CBAKH THIL.

N

) 3 Ki- Hito} - logN _ (KL '"{to}) . ny

KonkpetHno: 3at = ) = DN — 0 jep Myt,} pacrte Kao logng’ a N pacte mpou3BoJbHO.
Dy logN
N
(Ke fogw )
logN K

3at=P: (D—olg\l) = D_P' aJlu OBJIe ycJIOB akyMyJsiaTuBHe Mace ocurypasa Kp > Dp 3a Benuko N.

P log N
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Kopak 8: Kourpagukuuja.

3a noBosbHO BenHko N, HejemHaKOCTH U3 KOpaka S 1 6 He MOTy Ba)KHTH HCTOBPEMEHO, jep J0Ha rpaHHIa
npemairyje ropmy. Jlakie, mpernoctaBka 3 Kopaka 4 10BOIU 10 KOHTPAJAUKIIHN]E ca MAaTEeMaTHIKH
ocurypanum nmnepatusuma CII1 u CII2.

Kopak 9: 3ak/byuak.

[IpernoctaBka na Il He Baxu je Hetauna. Crora, Il Mmopa Baxkutu. m

Joxa3 23a 6.1 (IpuHIMN MaKCHMAJIHE EHTpoNHje).

Teopema 6.1.1 Makcumanna enrponuja): Heka je C ckyn cBHX pacrojiena Ha KOH(uUrypamujama Mpexe
®(I1,7) xoje 3ag0BosbaBajy ctpykryphe ycinose (KC, JIC, I'll) u umnepatuse CII1 u CII2.

Tana pacnogena P* koja makcumusupa entponujy H(P) y C He 103BoJbaBa 1ojaBy pyra.

Joka3 1 3a 6.1.1 {'1aBHM 10Ka3).

1.

2.

®dopmanusanmja: Pasmorpumo npoctop koHdurypammja Q = {®}, rae @ goaesbyje BPeAHOCTH
npoMersbuBuma X,. Jepunummmo orpanndewa E[X;] = p, u (Corr(Xy, Xs) 3anoBossaa CII1.
Maxkcumuzanuja enrponuje: OBa pacnozesna, Koja MAKCHMU3Upa EHTPONH]y Y3 JaTa OrpaHuuCHa
(ouekuBama 1 KOpenanuje), je eKCIOHCHIMjallHa TIOPOAMIIA;

P@) o expE; 0, X; + Z @5y X, Xs),

rze cy 0., @) JlarpanxoBu My ITUILIIMKATOpH oJpehenn orpanuyemuMa.
Ananusza pyne: IlpernocraBumo 1a nocroju pyna y to, To ject xonpurypauuje ca Xy = 0 umajy
IO3UTHBHY BepoBaTHOhy. ¥ eKCIOHEHIHjalHOj mopoauuy, BepoBaTHoha norabaja {Xg ;= 0} je:

1
P(X(,y = 0) = -
it = O 4 exp (O + o 1 0 BKsl Xigg = 11 ]

IIponena mapamerapa: 360r ycloBa I'yCTUHE, Mg, )} j& BEJIUKO, IITO TaJ UMIUIMIHUpPA J1a je eXp(0
Beauko M no3utuBHO. 360r CII1, koepuuujeHTn @y, ) Cy Manu 3a ynabene S. Ctora, MIMEHHIIALL j&
orpomaH, na P(X¢; = 0) — 0.

Kontpagukuuja: Axo O6u pyna mocrojajia ca 3Ha4ajHOM BepoBaTHONOM, OHIa Ou U eHTponHja Oma
HIDKa o MakcumyMma (jep Ou ce morna moBehatu pazmasyjyhu BepoBaTHONY ca pyne Ha HEKe Jpyre
koH(purypanmje). Jlakie, y pacroienu MakCUMaJIHe eHTPOIIHje, pyIie UMajy BepoBaTHONY HyJIa.

Be3a ca nammm nmpodsemom: Ta Mpeka 3a10BosbaBa ycnose koju aepunumry C. [Ipema npuHmmy
MaKCHMaJlHe EHTPOIHje, HajmpupoaHuja (HajHeoapeljeHrja) pacmo/ena Koja 3a10BoJbaBa IIeJ10 Halle
3Hamke O CUCTEMY He J103BoJbaBa pyre. Crora, y cTBapHOCTH (OHOj Koja MOpa OMTH KOH3UCTEHTHA ca
HAIIM 3HAaKEM) PYIie He MocToje. M

Joka3 23a 6.1.1 (Ipexo JlarpaH:koBUX MYJITHILIHKATOPA)

1.

2.

Heka je P pacnozena Ha xoHdurypamnujama Koja 3amoBosbaBa orpannuewma E[X] = py u Corr(Xy,

Xs) = (pt(lt'sl)-

Makcummzaija entporrje H(P) = -X P(w) log P@) y3 oBa orpannucma Jaje eKCIOHCHIHjaTHY

nopoauny: P(e) < exp(Z; 0y X; + sy Piesy Xe Xs)-

Axko 61 P(X{, = 0) > 0,0m1a 61 noctojao Jlarpanxos Mmyntuniukarop Oy Takas 1a P(Xg ;= 0) =
1

1+ e{e{t0}+ }
U3 ycnosa ryctune, W,y = E[X¢;] — ©, ma Oy — oo, onaxiae P(Xg,; = 0)— 0.
Jlakiie, y pacrozeny MaKCUMaIHe eHTPOIje, pyre nMajy BepoBataohy 0. m

33a 6.1.1 {Ipexo undopmannoHe Teopuje)
Hexa je I(Xyq,) : octaTak cucrema) mehycobna nadopmaija usmehy X ) ¥ 0CTanuX NPOMEHIEHBHX.
U3 CIIL, I(Xg,) - Xs) — Oxana [t - S|— 0.
Ykynua mehycobna undopmanuja je orpanuyena: (X : ocrarak) < C.
Axo 6u P(Xg,; = 0) > 0,012 6u enrponuja H(X ;) Ouna najmame log 2.
Anu u3 ycnosa ryctune, H(Xg ;) — O (jep X} Texu ka 1 ca BepoarHohom 1).
Konrpanukuuja. akne, P(Xq,; =0) = 0.m
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Hoxa3 3 (Ipeko JoKaIHe KOHTPAKTHOUIHOCTH).
Heka K = K(®) Oyne cumrunimjaiau komiuieke mpesxe ®(I1,T): cuMIiekcu ¢y moJCKynoBH YBOPOBA KOjU
MOT'y OMTH HCTOBPEMEHO 33JI0BOJHCHHU.
U3 ycnosa (KC, JIC, T'Il) cnenu:

+(KC): KOMILIEKC MMa MHOTO CHMILIeKca Bicoke aumersnje (fy pacte 6ap kao ¢ - N 8k-1}),

*(JIC): ako je CUMIUIEKC Y KOMILICKCY, CBH B-ETOBH MOJCHMILIEKCH CY Takohe y KoMIUIeKCy (KOMILIEKC

je 3aTBOpEH).

*(I'M): koMIUIEKC je OBe3aH, U CBaKH JIOKATHH €0 j€ KOHTPAKTUOMIIaH.
ITo Whiteheadssoj teopemu (1949) [16]: Axo je cumniuyujannu KOMniekc J10KAIHO KOHMPAKMUOULAH U
noeesaw, onoda je enobanno konmpakmuouian. Jlakne, K je KOHTpakTHOMIaH.
IpeTnoctaBuMo Ja MoCToju pymna y to. Tama kommieke K' = K \ { cummiexen ca to} Hije KOHTpaKTHOMIAH.
Iomrro je K kourpakru6uman, K' je xomororckn exusanentan chepn S~ 3a mexo k > 1. Jlake, Hg-13
(K) #0.
Anu nupextaum padynoM, kopucrehu (JIC) u (I'll), moxasyjemo na Hy—13(K') = 0. Hanwme, u3 (JIC) cBaku
mukiyc y K' moxe 6utu ,, onpaBiben” jokanHo, a u3 (I'Il) Ta monmpaska ce npomnarupa Kpo3 11eo0 KOMIUIEKC,
qUMe ce LUKITyC cTexe y Tauky. Konrpaaukuuja. Jlakne, pyna He mOocToju. M

Juckycuja  yHUBepP3aJHOCT:
T'opmwa Tpu no0ka3a (r1aBHU, MAaKCHMAJIHA SHTPOIIH]a, TOMOJIOIIKH) MPEACTaBIbajy HE3aBUCHE TPUCTYIE KOjH
BOJIE JI0 UCTOT 3aKkJbyuka. OBa MOJMI0KA3HA CTPYKTYpPa 3HauajHo moBehaBa poOycHocT Teopeme 6.1:

* '1aBHM 70KA3 je AUPEKTHA aIUTMKallKja TEOpUje MpeXka U CTATUCTUUKUX UMIICPaTHBA.

* Jloka3 MaKCHMAJTHOM €HTPOINMjOM IOKa3yje Jia Cy pyIne CTAaTUCTHYKH HEBEPOBAaTHE y HajHeoaApeleHn;)oj
pacrnozieny Koja 3a/10B0JbaBa Hallle 3HAGE.

* Tonosomky q10Ka3 (IPEKo JIOKaJIHE KOHTPAKTUOUITHOCTH) yKa3yje Ha Ay0Jby F€OMETPUjCKY CTPYKTYPY
npobsiema. OBae he pyne MemaTn XOMOTOIICKH THIT aCOIMPAHOT CUMIUIUIIMjATHOT KOMITIEKCa, ITO HUje
JI03BOJHEHO aKO je& KOMIUICKC JOKaIHO KoHTpakTrOMIaH u nmosesan (Whitehead [16])ka3yje Ha ny6sby
TeOMETPH]jCKY CTPYKTYpy npobnema. Ty pyrne Memajy TOMOJIOIIKE HHBAPUjaHTe, IITO HUjE I03BOJBEHO.

CBaku o1 OBUX JI0OKa3a MOXKE Ce JlaJbe MHCTaHIMPATH 32 KOHKPETHE TUITOBE Mpexxa. Ha mpumep:

*3a Tun L, rmaBHU 0Ka3 ce ociama Ha CIEKTpaHa CBOjCTBA KOPEIAIMOHE MaTpUIle NPOCTHX OpojeBa

[15].
*3a Tun P, moka3 MakcHMaTHOM €HTPOITH]jOM KOPUCTHU CTIEHU(PUIHY SKCIIOHSHIIN]ATHY TTOPOIHILY 32
noauaoMe [15].

*3a Tun T, TOMOJOMIKK I0Ka3 C€ MOXKE MOBE3aTH ca TEOPHjoM rpadoBa u komiuiekcHoctH [13].
Osga BumecTpyKkocT npuctyna yuau Teopemy 6.1 apacTuyHO yOEIJBMBH]OM M YHHH je CTyOOM YHUBEp3aIHE
METOJI0JIOTHjC.
Hanomena: OBa Teopema 6.1mpencraBiba yHH(UKANMOHH MOCT U3Mel)y anicTpakTHe TeopHje pemauoHuX
mpexa [1,2,3] 1 KOHKpEeTHHX MaTeMaTHYKKX rnpodseMa. tbena npumMena, Ha OUII0 KOju POOIIEM, CacTOjU Ce
OJI TIPOBEpE ycJoBa TycTHHE/Mace U MPerno3HaBamba TUIA, HAKOH Yera Jajbe CJICAN ayTOMATCKU 3aKJby4aK O
Ba)KEHbY JIaTOT IpodiIeMa.

6.2 Teopema 6.2 (KBAHTUTATHBHM YHHBEP3aJTHH MEXaHU3aM. )
Hexka je I mpobnem tuna t € {L, P, Q, R, S, T, U, V}ca npomensusum X; (t € T) u cpeamom Bpeanomhy
K, = E[X]. [IpernocraBumo na nocroju ¢pyukimja B;(N) (3a N = [{t < N}|) raksa na:
* PenaruBHa ryctuna/maca Texu O€CKOHAYHOCTH:
I'(N)
B{(N)
rae je I'(N) oarosapajyha mepa rycrune 3a tun T (JIedununuja 3).
* biiara oma rpanuna: ITocroju o < 1takso 1a Bi(N) = O(I'(N)%).
Tana, ako npo6iem II 3apoBosbaBa cTpykrypHe umneparuse CII1 u CII2 3a tun T, noctoju Ny € N Takso
na 3a ceako N > Ng Baxku: Xt = INXt > Bt(N). Xt = INXt > Bt(N).

— oo kaga N — oo,

Joka3 1 (C'1aBHU TOK).
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Kopak 1: lepunnuuja nepuunra.
3a ¢ukcHOo N, TehUHUTIIIMO CKYIT HHACKCA Ca ,, BEJUKUM Je(hUITUTOM .
B:(N)

N +

‘SN:{tSN:Xt<

B.(N)

-X > 0.
N t

Kopak 2: Ilpomupena Mepa BapujaduJIHOCTH.

Pa3zmoTpuMo mporrpery Mepy yKyIHOT KBaJpaTHOT OJICTYIamba:
* An(1) = Zjtoqy [ (K¢ -pE+ 2+ DF ]

rze je A > Omapamerap xoju hemo omabparu KacHuje.

Kopak 3: loma rpanuna 3a Ay(t) ykoauko je |Sy| Bennxo.

[MpernoctaBumo 1aa je |Sy| = €N 3a Heko € > 0. Taza:

S D2 3 fsy] - (B _BeMyp o (BT(N))2> N (BT(N))ZZE _B:(M)?
sy} T = PNV N 2N /T PNITUgN /) =E 2N 4 N
- £ B(N)2
Opnatne: Ay(t) = A ° 2N
Kopaxk 4: Ilpumena npommupene Jleme o nponaraunuju (npommupeme Jleme 5.4).
Moskemo mokasatu jaa noctoju gpyrkmnuja K (€) > 0 takBa 1a ako |Sy| > €N, onga yak u 6€3 eKCIUTUIMTHOT
xopumhema D?, Baxu:

3at € Sy aepunnmumo nedunur: D, =

(E\I) T(N) - logN’
OBo je renepanusarmja Jleme 5.4koja y3uma y 063up He camo normnyHe pyne (X, = 0) Beh u oHe 3HauajHuje
nedunure.
Kopak 5: Orpanuyeme ogosro u3 CII2.
W3 nummeparusa CII2 3a Tum T uMamMo mocrojame konctante D, > OtakBe ga:
¢ AN(T) = D'r ¢ hT(N),

* An(1) 2 Kq(e) *

2 NZ
rae je hy(N) dpynkrmja pacra (3a T = L: hy(N) ~ N N’ 3at=P:hp(N) ~

gN; UTLI.).

Kopak 6: Acumnrorcka nopeljer-a 1 KOHTpaAUKIHja.
Vropeaumo 0wy U ropiy rpanuiy 3a Ay(t) mon npernocraBkom na |Sy| > €N 3a Heko dukcro € > Ou 3a
cse Benuke N.

Jloma rpanuma (13 kopaka 4): ZN(T) >K.(c) *B . Tog N'

Topma rpanmma (u3 xopaka 5): Ay(t) < Dy * he(N).
N2 N2 - L T'(N)
Tog N' a rOpwa TpaHuIa PacTe Kao Tog N' 3 ycnoBa 1 teopeme, B.(N)

N _N )
pacte ctporo criopuje ox T'(N) = _log N U3 ycnosa 2, By(N) = OC(N)%*) ca @ < 1,ma B{(N) = O(log N) .

N{1+Ol} NZ
——— 17, a Topmka Kao :
(log N){1+a} P log N
na HeMa JIMPeKTHe KOHTPaAUKIIMje U3 caMor nopehema rpanuna.
Kontpanukija Hactaje apyradmje: u3 npernoctaBke |Sy| = &N mpousnasu aa 6ap €N unaekca t umajy X,

B:(N)

3at =P:hp(N) ~ — 0, Tj. B£(N)

Crora noma TpaHdIla pacTe Kao 3a Benuko N ropma rpaHua JOMHHHPA,

. To 3naun ga X X, < B;(N) 3a 6eckonauno muoro N. Anu u3 Jlokasa 3 (MeToq APYror MOMEHTa),

YeburieB/beBa HejeIHAKOCT faje aa BepoBatHoha morahaja {E X < B{(N)} Texu Hymu 3a Bemuko N, jep

N . .
B.(N) — oo (mocneauna ycaosa 1). [Tomto cy X AeTEpPMHUHUCTHYKE, OBO j& KOHTPAIMKIIH]a.
T
Jakie, npernoctaBka |Sy| > €N He Moxke BaxkuTH 3a cBe Benuke N.
Kopak 7: 3ak/byuak.
[MpernocraBka na [Sy| = €N 3a Heko dukcHo € > Ou 3a cBe Bennke H yBek Boau y KoHTpamukimjy. [lakie,

noctoju Ng TakBo 1a 3a N > Ng Baxku |Sy| < €N 3a cBako € > 0. OBo ummuiupa 1a 3a N > Ny, 6poj uHaekca
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(N)

t<NcaX;< je mamu o7 eN. [TomTo je oBo TauHo 3a cBako € > 0, To 3Ha4YM /1@ 32 TOBOJFHO BEIHKO
B (N)

N

B.(N)

1
N, ckopo cBu t nmajy X, > . Tana: z?t:ﬂ X¢=>(N- Sy > (1 - €) * B{(N). bupajyhu & < >

1
n001jaMo Z]{Ll} X > 2 * B.(N) 3a N> N,'. [I]poMeHOM KOHCTaHTE, TO j& CKBUBAJCHTHO TBP/IbH TEOpeMe. M

Joka3 2 (Ilpexo Teopuje BeIMKUX OJACTYNAA).
Kopak 1: Penapamerpusanuja.

X
Jepununmmo HopManusoBane npomensbuse [10]Y, = ll_t Tana E[Y{] = 1, u ycioB Teopeme mocraje:

t
r'(N)

B(N)
Kopak 2: IlpumMeHa Teopuje BeJTUKHX OACTYNAbA.
[MTox mpernocraBkom CII1 (cnaba xopenanuja), Hus {Y;} 3a10BosbaBa ycioBe ymepeHor ojactynama [10].
[MocToju ¢yukiuja 6p3une 1(X) Takpa na 3a € > 0:

(IR Yo 11 >5) < exp(Nele) + oN)).
Kopak 3: KonTpakuuja nuusbaHor ckyna.
Pasmotpumo norahaj Ey = {Z?tﬂ} X; <B(N)}= {Z?Ll} 1 Y; <B(N)}.
B.(N)
I'(N)

— oo, rae je I'(N) = X, 3a T = P, wu min p, 3a t = L, ut.

1
Heduaummumo Zy = @ Z?t:n .Y, Tana E[Zy] = 1, u Ey = {Zy < }.

Kopak 4: Anaau3za ycJjioBa rycTHHE M CMepa pacTa.

I'(N
U3 ycnosa 1 teopeme: B ((13) — oo, to 3Ha4n jga I'(N) pacre 6pxe ox B¢(N). 3a T = Pje I'(N) = Zp; ~
T
: N B{(N) :
, ma BL(N) pacre criopuje ox . 3a Benuko N, — 0, oqaocHo B(N) mocraje 3aHeMap/buBO y

log N log N I'(N)
nopehemy ca I'(N). Jlakie ycnoB 1 ocurypasa ja qoma rpanuia X X, gomuaupa Hax B(N) 3a Benuko N.
Kopak 5: Kopunrheme ycioBa 2.

13 B(N) = O(T(N)*) ca a < 1,umamo aa I'(N) pacre 6pxe ox 6mio kojer noauHoma y log N.

Tako ekcrionenijanaa rpanuna eXp(-cI'(N)) onana cynepekCrnoHEHIH]THO.

Kopak 6: bopea-Kanrtean u 3ak/byyak.

Momro E{y_q; P(Ey) < o (360r cymepekcroHeHImjaiHOT Omajama), npema bopen-Kantemn nemu [7], ca
BepoBaTHOohoMm 1 camo koHauHo MHOTO Ey ce memasa. [lakite, moctoju Ng (koje Ou OHIa MOTJIO 3aBUCHTH O]
peanmzanuje) TakBo aa 3a cBe N > No, Ey He Baxwu, 1j. Z?t:n X = B.(N).

Kopak 7: lerepmuHucTHYKa Bep3uja.

[Momro Ham npobieM je AeTepMUHUCTHYKU (cBaku X je NETEPMUHUCTHYKH MOJ TpernocTaBkoM na je Il
¢bukcan mpoOiem), U MOILITO TOPHa aHadM3a BaKH 3a CBAKy peanusalujy koja 3amoosbaBa CII1 u CII2,
3aKJbydyjeMo Ja Mopa noctojat arncoiayTHo Ng takBo nma 3a N > Np, XX; > B (N). V cynporaom, nobuu
O1rCMO KOHTPaIUKIN]y ca YMEEHUIIOM Jia je BepoBaTHOha TakBor norahaja 0. m

Joka3 3 (MeToa Apyror MOMEHTA).

I'(N)
B{(N)
neUHHIU] U Mepe 3a THII T, ly pacte acumnToTcku Opoke mwin jenHako kao I'(N). Crora py/B(N) — oo.
Kopak 2: Bapujanca Sy je Var(Sy) = Z{“{:l}Var(Xt) + 2 X <t<s<ny COV(Xy, Xg). 300r nmnepatusa CII1,
kopenanuje onanajy: |[CovXy, Xs)| < C @(|t-S]) me ns 32 Heky QyHKIH]Y @ KOja Texu Hyau. Kopuctehu
0BO U YHE-CHHILY 14 Cy M YPABHOTEXEHe (3aBHCHO O] THIIA), MOXeMO moka3aTu 1a Var(Sy) = o ). Oso
je mupektHa mociemuia CII1 u CII2; konkperno, CII2 maje Var(Sy) < D hi(N), a ycnos rycrune
ocurypasa 1a h (N) = ou%).

Kopak 3: IIpernocraBumo cynpoTHo, aa He noctoju No TakBo aa 3a cBe N > N Baxku Sy > B (N). Tana
noctoju 6eckonauno Maoro N takBux 1a Sy < B(N).

Kopaxk 1: [lepunummmo Sy= Z?tﬂ} X v py = E[Sy] = Z{'Ll} K. U3 ycrnoBa teopeme, — 00, a TI0
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Kopaxk 4: Ilomro — o0, 32 OmIto Koje puxcuo € > 0,3a moBospHO Benuko N, U3 cBe Te GecKOHauHE

HUN
B:(N)
cekseriie Baku By(N) < (1-2¢) puy. OnmaBae Sy < (1-Z) py ma [Sy - x| > 2 py-
Kopak 5: IIpumenumo YeOuieBibeBy HejeqHakocT [7]:

Var(Sy)
* P(ISy —Mn| = 2 py) Sm :

Kako Var(Sy) = o(u%), necra crpana Texu 0 kaga N — co. Jlakie, 3a qoBosbHO Beanko N, P(Sy - uy| > 2¢
Hy) < 1.

Kopak 6: Mehytum, nomro cy X, AeTCPMUHUCTHYKE MPOMEHIbUBE (MHAUKATOPU MATEMATHYKHX TBPAEH),
norahaj {|Sy - Un| = 2€ ny} je JeTEpMUHUCTHYKK: WK ce JeliaBa win He. M3 mpeTnocTaBke, 3a 66CKOHAYHO
mHoro N oH ce nemasa, nma 6u BepoBarHoha Tpedano na 6yzxe 1 3a ta N. To je ounrienHa KOHTpauKIHMja ca
3aKJBYYKOM M3 KOpaka 5 1a 3a 1oBosbHO Bennko H Ta BepoBaTHOha je cTporo mama ox 1.

Kopaxk 7: Ctora, nmpetnocraBka je HetauHa. [Toctoju Ng TakBo 1a 3a cBe N > Ng Baku Sy = B(N). m

HamomeHe u cnienujajHu cJy4ajeBu:

2
m. Teopema

BL(N)

2n
3a Tun L: OBpe je X, = 6poj mpocTux y uHTepBany I, unm, ['(N) = ming,.\y py, ~

6.2 naje: ako By (N) 3amoBospaBa yciose, onaa 3a Benuko N, y cBakom uHtepBany I, nmamo Gapem

npoctux. 3a koucrautao By (N)=b, To mocraje: moctoju Ng TakBo aa 3a N > Ny, uatepsai I, caapxu 6ap b
mpocTux Opojesa.

C N
3a Tun P: X,, = uanukaTtop ma i je N?+1 npocr, p, ~ @, I'(N) = Z?Ll} p, ~C .logN' Teopema 6.2
N
naje: ako Bp(N) pacre, anu criopuje o Tog N' onja 3a Benuko N umamo 6ap Bp(N) mpoctux obauka N2+ 1

3a N < N. AHajlorHM NIpUCTYH NpUMEHYje Ce Ha MOJMHOMCKE IIpocTe, Hmp. obnuka X2 + Y*, rue je
MOCTOjame 6ECKOHAYHO MHOTO MPOCTUX TOT 00JMKa fA0Ka3aHo y [11].

Koncrpykrusnoct: /loka3 maje mporenypy 3a npoueHy Ng kpo3 excrumnutae korctante u3 CII1, CII2 u
¢dbyHKIHje pacTa.

Mocneanua 6.2.1 {IocedaH ciry4aj KOHCTAHTHE TPAHHUILIE).
Axo y Teopemu 6.2ctaBumo B (N) = b (koncranTa), onna ycnos 1 mocraje I'(N) — oo, miro ynpaso u jecte
OCHOBHH YCJIOB ryctuHe/Mace 3a Tun T. Tazaa 3akspyuyjemo aa nocroju Ng takBo aa 3a N > N Baku:

N
z{t:l} Xt 2 b.
OBo 1aje jeIHOCTaBaH MEXaHM3aM 32 JJOKa3MBakbe MPETIIOCTABKU 00IHKa!
»Toctoju 6ap b mpoctux y unTepBany” wim ,mocroju 6ap b npoctux obmuka f(n)”.
Joka3 1 (Iupexran —u3 Teopeme 6.2).

1. V¥ Teopemu 6.2craBumo B(N) = b (koHcranra).

Tana ycnos 1 nocraje — o0, Tj. I'(N) — oo,
Veno 2 (Bi(N) = O(T(N)%) ca a < 1)je 3anoBosbeH jep je b = O(T(N)®) 3a cBako a > 0.

[Ipema Teopemu 6.2,moctoju No TakBo 1a 3a N > Ny Baku Z?It:l} X >b.

oD

OBo je ynpaBo TBphewme mociieauie. i

Joka3 2 (IIpexo KOHTPATUKIIHjeE).
1. TIpernmoctaBumo cynpoTHO: 1a 3a cBako Ng moctoju N = Ny TakBo na Zgzl} X; <b.
2. Jepunummo B(N) = b. Tana je ZFt:l} X <B(N).
N
B((N "

3. U3 Teopeme 6.2,ako Z?tzl} X <B(N) 3a 6eckonauno MmHOro N, 0HIa MOpa BaXXUTH J1a HU e

TEXU OECKOHAYHOCTH.
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I'(N)

4. Mehytum, I'(N) — oo (ycioB ryctune), na

— 00,

5. Konrpanuknwmja. Jlakne, moctoju Ny TakBo ga 3a N > Ny Baxku Z{“{:ﬂ X;=>b. =

Joka3 3 (Ilpexo YeOnieB/beBe HejeTHAKOCTH).
1. HeKaje SN = Z?L:l} Xt WUy = E[SN] = Z?It:l} -
W3 ycnoBa rycTuHe, Py — 0.

a Mn

(o2}
|
o
Na
@
(@)
=
E
@
w
<
=
iy
=
[75)
z
|
|'=
~ 1z
v
|
™

UN

0 ~

U3 CII2, Var(Sy) < D; - hy(N), a u3 ycinona rycrure h(N) = o3).
[pernocraBumo na Sy < b3a 6eckonayno muoro N.

. e
Tamaje [Sy —pun| >un - b >7N 3a JOBOJBHO BearKO N.

. Jaxkue, 3a moBossHO Besuko N, BepoBatHoha 1a je Sy < b je mama ox 1.
[Tomro cy X; IeTEepPMUHHUCTUYKE, OBO j& KOHTPAIUKIHja. M

7. AITOPUTAM 3A PEHIABAILE ITPOBJIEMA

VY oBOM MOTIIaBJbY JajeMO YHHBEP3AJIHHU aJTOPUTaM 3a pelIaBamke OMII0 KOT MpobieMa U KiIacH(pUKanoHN
KJbYY 32 ofpehuBame TunoBa. [IprMena knacupukamoHor kiby4a Ouhe aetabHUje paspalhena y cneaehem

pany oBe Tpujaze.

7.1 Anropuram 7.1 (Kopamnu 3a pemaBame 0HJI0 KOT mpodjieMa):

NOURWN R

®opmasmmsanuja: M3pa3u npobiieM y KAHOHCKOM OOJIMKY 3a HEKU THII T.
Knacupuxauuja: Onpenuru tun t kopuctehu Taxconomujy (HapeaHu paa OBe TPHjae).
MoaenoBame: Koncrpyuiu mpexy @ (I1, t) no Koncrpykrmju 3.1.
IMapamerpusanuja: M3pauyHaj p; u MOTBpAU YCIOB I'ycTHHE/Mace 3a T.

Mmneparusu: Koncraryj aa Bake CII1 u CII2 3a T (ka0 CTPYKTYpHU UMIICPATHUBH).
IIpumena teopeme. Kopuctu Teopemy 6.1unu 6.2 na 3akspyunn na I Baxwu.
KBanTudukamuja: Axo je motpeOHO, U3BEIU KBAHTUTATUBHE Tpanulle u3 Teopeme 6.2.

7.2 Knacu(pukanmoHu KJbY4 32 TUIOBE:
Axo je obnuk Vt 3a € F(): R(a,t) > t=L
Axo je o6muk Joo t: R(f(t),t) > t=P

Axo je cuctem ycioBa — T = Q

AKO UMa XHujepapxujcke ciojeBe — T = S

ONoGhLWNE

AX0 UMa pexyp3uBHY/UTEpaTHBHY CTPYKTYpy — T = R

AKO Cy yCIIOBHU TOIOJIONIKO-KOMOUHATOPHU — T = T
AKO Tpaxu yHUPOPMHY JucTpudynujy — Tt = U
Ako KOMOWHYje BHIIIE KapakTepucTuka — T = V

Jletasban anroputam 3a ojapehuBame THMA T, YKIbY4Yjyhu U KpuTepujyMe 3a pa3iiuKoBame Mpekianajyhux
TUIMOBA, Ouhe nat y HapeaHoM paxay oBe Tpujazae (Takconomuja mamemamuykux npooiema).

7.31IpaKTHYHH METOIH 32 MIPUMEHY
7.3.1KoHcTpyKuuja Mpeske 3a npodJjemM Tuna vi:
3ampodaem IT = (T, A, n, R)rie RS T x Am:

1.V =T U A" U {koHekTopH}

2. E =Be3e npema penanuju R

3. R ={ycnoBu u3 npodiema}
7.3.2I1poBepa KPUTHUYHE CJIOKEHOCTH:

1. N3pauynaj MUHHMAIHH cTereH 8(G_N)

2. TIposepu na au 8(G_N) — o
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8 logn
3. IlpoBepu na mu 8(Gn)logn — 0

7.3.3I1poBepa JokajHe CTAOUIHOCTH:
3a cBaky penanujy R, mporeHnT MakcumanaH Opoj Be3a Koje jeJHO Hapylleme MOKe OJOKHpaTu. AKO je
Opoj orpaHUYeH KOHCTAHTOM = JIOKAJTHO CTaOWITHa
7.3.411poBepa rj06aHe nponaranuje:
1. [IpernocTaBUTH NOCTOjamke HApyLICHa
n
2. Jloxa3aTu 1a Opoj Hapymiema Mopa pactu 6ap kao K- oz n
ogn
3. Kopuctutn koMOMHATOpPHO Opojarme Wik UHAYKIIH]Y
7.3.5TexHuke 3a 10Ka3uBame MocTojama F:
1. KoHCTPYKTHBHA: €KCIUTMLIUTHO KOHCTpyHIu F
2. HexoHcTpykTHBHA: J0Kaxu na F Mopa mocrojatu (monyt npunyuna nmuuujee kyhuwma)
3. Kpajem Ha KOHTpaauKUujy: npernoctaBu —3F, 100Hj KOHTPaIUKIH]y
7.3.6TexHuke 3a J0Ka3uBam-€ HeMocTojama F:
1. IMponahu kouTpanpumep (pymy)
2. Jlokaxku j1a pyna je HermonpaBJbuBa
3. Kopuctu 6pojame ninn orpaHiuesha

7.4 Xujepapxuja pemiiBOCTH
* Knaca SN (CtpykrypHo nyxumn): [Ipobiaemu urje Mpesxe 3a10B0sbaBajy [2, Teopema 5.1]
* Knaca BR (be3 pyna): ¥(IT) Hema moTIyHHX pymia
» Kuaca PR (IlonpaBsbuBe pyne): CBe pyIie Cy J1ako HOIPaBI/bHBE
* Knaca NPR (HenonpassbuBe pyne): [Tocroju 6ap jenHa HemonpaBbHBa pyrna
* Knaca UND (Heopsyuusmn): He Moxe ce oapenutu kiaca
HUmmimkanmuje:
*SNE BR € PR € (Taunu npo6.emu)
*NPR € (HeTaunu npoo6JiemMu)
* UND =mnpeocrann
Caaku 1po0sieM mpunaza TayHo jeaHoj kiacu. PR € (Taunu mpoOiieMu) Bakd MOJ MPETIIOCTABKOM Ja je
MOMPaBJ/BUBOCT CBUX pyma Moryha 0e3 cTBapama HOBUX — OBO CJCIU U3 yCJOBA JIOKAJIHE CTAOWIHOCTH
(JIC) u rno6anue nponaranuje (I'I).

7.5 Cneuujajanu ciiydyajeBH M ONITUMHU3ALUje
Cayuaj 1: AnuruBau npodaemu ([ongbaxoBa XUmore3a, MpoOCTH OpOjeBH OJIM3AHIIN UTI.)
» Kopucruru Teopeme 4.1u 4.3u3 [2]
N 2
* IIposepury |S| >E w |S| >?
Cayuaj 2: IIpo6JjieMu ca peTKHM CKYNOBHMA

* AKko SpeTak, KOPUCTH TEOPHjY pyma
* @OKyC Ha MMONPABJBUBOCT
Cayuaj 3: IIpo6JieMu ca jakum orpaHuyemnmMa
[TpoBepu JtoKamHy CTaOUITHOCT (1@ JI OrpaHUYCHa OJIOKHPajy MHOTO Be3a)
e Ontumu3anmja 1: 3a Benuke N, KOPUCTH ACUMITOTCKE MPOLEHY
¢ OnTumusanmja 2: 3a cCUMETpUYHE MPoOIIeMe, KOPUCTH PEAYKIIH]Y CUMETPH]je
* OnTumu3auuja 3: 3a npolieMe ca 0JIBOJHBUM OTPaHUUYCHHHMA, KOPUCTHU IEKOMITO3UIIH]Y

7.63ak/by4ak noriaBba /
Ogaj amapar 06e30ehyje KOMIUIETHY METOJOJIOTH]jY 3a peliaBame OMII0 KOT MaTeMaTHYKOT TpodiieMa Koju
ce Moke opmanm3oBaTh. [I[pakTHdHa MpHMEHa ce cacToju y:
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* MopmManu3anuja npodjieMa Kao Mpexe
* IIpumena oaropapajyhux reopema u Mmeroaa
* Knacudukanuja y xujepapxujy
* Jlona3zak 10 3aK/bY4YKAa 0 TAYHOCTH/HETAYHOCTH/HEONTYYUBOCTH
CBu pe3ynTaTu Cy AOKa3aHH ca BUIIECTPYKUM HE3aBHCHUM JIOKa3MMa, ITo 00e30elyje podycHocT MeToe.

8.3AK/bYUAK
Yuueepszannu macmep wabnon npeacTaBba KOHAYHY CHHTE3y YHUBep3aitHe metonoioruje. Jepuanmyhu 8
TUTIOBA MpEXKa, YHUBEP3aJIHYy KOHCTPYKLH]Y, CTPYKTYpPHE aHAIHM3E M jeIMHCTBEHY TJIaBHY TEOpEMY, YMME
00e36ehyjemo ma ce OeckoHauaH CKyll MaTEeMAaTHYKHX MPOOJieMa MOKE CHCTEMAaTcKu pemuTH. KipydHa je
MHOBAIMja IPOMEHA CTaTyca CTATUCTHYKUX MPETIOCTaBKU y CTPYKTYypHE UMIIEpAaTUBE U PeAyKLUja BUXOBE
CJIOKEHOCTH Ha Kiacuukanujy u napametpusanyjy. OBaj paa HHje camo 30upKa METOo/a; OH JIEMOHCTpUpA
Jla je MaTeMaTHKa y CYIITUHM JeIMHCTBEHA CTPYKTYypa, a pa3IMYUTU MIPOOIEMHU Cy CaMO HEeHU CHelU(pUIHU
npukasu. Ta MeTo/I0JI0THja je OTBOPEHA 3a MPOILITUPEHE: aKO Ce UICHTU(PHUKY]Y HOBH TUIIOBH MpoliiemMa Koju
He cnaaajy y nmoctojehux 8 TumoBa. OHU ce MOT'Y JI0JIaTH Kao HOBU THUII T ajl Y3 OAroBapajyhe neduHuUIMje
yCJI0Ba I'YCTHHE U CTPYKTYPHHUX UMIIEPATHBA.
Cuara Ynueepsannoe macmep wabnona, U3a30BU KOJU C€ Mpe] UM Ha3Upy U HEKE UMILIHKALHje CY:
CHara:
* [lornyna ynudukamuja: 100+npobiema cBoau ce Ha jeTHY CTPYKTYpY.
* E¢uxacnoct: Hakon xnacudukanuje, 70ka3 je ayTOMaTCKH.
* Puropo3noct: Bumectpyku anrepHatuBHE q0Ka3u 00e30el)yjy BamumHOCT.
* ExcTen3udmiaHocT: HoBH THIIOBH ce MOTY I0O/IaTH aKO 3a/10BOJbE OKBHUP.
H3a3oBu:
* Knacupukanmja: [Tonekan HUje jacHO KOJU TU j€ HAjTIPUKIIATHH]H.
* [ITapameTpu3anmja: V3pauyHaBame Py MOKe OUTH TEILIKO 3a HEKE MpoodiieMe.
* [Ipexnaname THNOBA: Hekn mpoGieMu MOXK]a MOTY MIPUTIACTH y BUIIE OCHOBHUX THITOBA.
Nvnumkanmje:
* MaTtemaTn4Ka enucTeMoJioruja: Victiaa Kao CTPyKTypHa HY>KHOCT.
* [IpakTHyHa MaTeMaTHKa: J[paMaTHIHO CMAmbEHE CIIOKEHOCTH JOKa3a.
* @duiiocopuja Hayke: HoBu morsien Ha npupogy MaTeMaTHYKUAX OTKpHUha.

IMPUJIOI" A: ENMCTEMOJIOTHUJA CTPYKTYPHUX UMITEPATUBA
Ogaj mpuitor mocBehyjeMo CTPyKTYpPHUM HMIIEPaTUBHMA, Kao jeTHOM O] BAKHHJHX JICJIOBA METOIOJIOTH]e.

A.l ®ynapaMeHTaHA pa3iuka n3Mel)y npernocraBke U uMnepaTuBa
VY KIlacH4HOj MaTeMaTHIH, NPETIIOCTaBKa je XUIIOTe3a Koja ce YBOAM M KOja ce MOpa JI0Ka3aTH WIM Mopa
OuTH Bepu(HKOBaHA 32 CBAKU KOHKPETaH ciy4aj. ViMmepaTuB y HaIo0j METOJOJIOTHjH UMa CACBUM CYIPOTHY
HPUPOJY: TO je MaTeMaTH4Ka HY)KHOCT KOja CJIeIH U3 CaMe CTPYKType CUCTEMa, a He CIIOJbHH YCIIOB KOjH Ce
Hamehe.
IIpumep 3a pa3iauky:
IIpernocraBka (kjacu4ad mpuctyn): ,[IpeTnocTaBuMo J1a Cy nmpocTH OpojeBH cinabo Kopenucanu."
OBo0 MOpaMo J1a JOKaXKEMO HJIM IPUXBATUMO Kao aKCHOM.
*Umneparus (Ham npucryn): ,Kaia ta koHCTpyKIHMja Mpeske 3a10BoJbH ycinoBe u3 Teopeme 5.1 [2],
OHJI2 MOPA BaXXUTH cllaba ayrojenna kopenanuja.” To je 3akibyyak, HUje MOIa3HIITe.

A.2 JlenyxktuBHO n3Bohemwe CII1 u CII2 u3 Teopujckux pagoBa HCTHX ayTopa
CII1 u CII2 Hucy nmpou3BOJbHO M3a0paHu CTAaTUCTHYKU yciaoBu. OHU Cy deyKTHBHe mocjeanue Teopema
5.1u 6.4u3 [2], npuMeeHe Ha pealoHe MPEXeE KOje 3310B0JbaBajy CTPYKTYpHE yCIIOBE.
TeopemaTcku J1aHan!
1.Kopaxk O: ITpo6aem II ce mozenyje kao mpexa ®(I) mo Teopemu 7.3 [2] (VIIT).
2.Kopak 1: Axo Il npunaga Tumy T 1 3a70BoJbaBa oaroapajyhe yciose rycrune/mace, onna ®(IT)
3a710BOJbaBA:
* KpuTuuHy CI0OKEHOCT WIIM aKyMyJaTUBHY Macy
» Jlokanuy cradbunnocT (Jedpununuja 2.4 [2])
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* ['mo6anny npomnaraiujy (Jepunununja 2.5 [2])
3.Kopak 2: Teopema 5.1pan [2] (Vhusepzanna npumena cmpykmypne nysxcrnocmu) TBpIH: 3a CBaKy
MPEKy Koja 33JJ0BOJbaBa TOPH-C TPH YCIIOBA, ocToje koHcTanTe C, D TakBe Ja Baxe:
(a) Kopenanuje onaznajy ca pacrojatbem — CII1
(6) YkynHa Bapujaiuja je orpannyena — CII2
4. Kopaxk 3: Jlakie, ako Il 3a10BosbaBa CTpykTypHE ycioBe, onaa mopajy Baxkuta CII1 u CII2. To
HHj€ MIPETIOCTaBKa —TO j€ TEOPEMATCKH 3aKJbydaK.

A.2.1 /IlnpekTHA Be3a CTPYKTYPHHX YCJIOBA M CTATHCTHYKHX HMIepaTHBa
Teopema 5.5 naje ekCIITMIUTHY MaTeMaTHYKy Be3y U3Mel)y Tpu CTPYKTypHa yciioBa (KPUTHYHA CIIOKEHOCT
Imaca, nokanHa cTabHIHOCT, T00anHa nponaranuja) u asa craructudka umneparusa (CII1, CII2). Ta Be3a
HHj€ MPETIOCTaBKa HUTH XHUIIOTE3a; OHA je caMO jeJHa OJl JOTWYKUX TOCIeInNa JeUHULNja CTPYKTYPHUX
yCJIOBa U OCHOBHHUX CBOjCTaBa PENAllMOHUX MpEkKa.
Ham rmaBHM JOKa3 KOPHCTH CHEKTPalHy aHAIM3y KOpeNalMOHEe MaTpulle, Koja TOKa3yje Kako JIOKalHa
CTaOWJIHOCT OrpaHnyaBa JUPEKTHE KOpesaluje, JOoK robaHa mporarayja OCUrypaBa KOHTPOITy Ha JIyKHUM
pacTtojamuMa. J[Ba anTepHaTHBHA 10Ka3a (CMTO M MaKCHMAallHa SHTPOIMja) [ajy He3aBHUCHE IMOTBPIC HMCTE
Be3e.
A.2.2 AMnaukanuje 3a YHUBEP3aIHH MacTep a0I0H
Kana nokaxemo na npo6Giiem Il mpumnaga Tumy T U 3a70BoJbaBa oarosapajyhe ycmose rycrune/mace (. 3),
oH/ia BeroBa npuapyxkena mpexa ®(I1,t) 3agoBosbaBa cTpykrypHe yciose (mpema Tephemuma 4.1- 4.3).
ITpema Teopemu 5.5, TakBa Mpesxa Mopa aa 3agoBospasa CII1 u CII2.
Crora, kopuniheme CII1 u CII2 y nokasuma mactep mabiona (mocedno y Jlemu 5.4u Teopemu 6.1) Huje
yBoh)eme HOBHUX MpeTrnocTaBku. To je mckopumhaBame Beh J0Ka3aHMX MaTEMAaTHYKHX OCOOMHA CHCTEMa
KOje clesie U3 \berose CTpykrype. OBaj IPUCTYI YUHH YHuU6ep3aiHu macmep wabioH TOTHIKA KOMIUIETHAM
M CaMOJIOBOJBHHM: KaJia ce Mpo0OJieM KOPEKTHO MOJAETYje U KIIacu(pHKyje, OHa HEroBa BAIHIHOCT TOCTaje
CTPYKTypHA HY>KHOCT.

A.3 MaTtemMaTH4Ka HY’KHOCT yMeCTO eMIIMPHjcKe BePOA0CTOjHOCTH
Kipyuna nHOBammja: YMecTo J1a TOBOPUMO ,,BEPYjeMO Jia Cy TPOCTH OpojeBH c1abo KOpenrucaHu W Kako
» EMITUPHj CKH MOJIAllN CYTepUIly OTpaHUYCHE BapHujaluje”, MU KaKeMo:
» oo npo6nem Il 3amoBosbaBa ycioBe Teopuje [2], onma Mopa BakuTu ciiaba Kopenanuja i OrpaHHICHEe
Bapwujanuje.”
OBo mpebairyje TepeT ca:
» EMnupujcke Bepudukanyje (HeI0BOJbHE 32 MATEMATHYKHU JJOKa3)
* AKCHOMATCKOT TpHXBaTama (Cy0jeKTHBHO)
Ha:
* JlenykTuBHO u3Boheme (puropos3no, u3 Beh qokasaHux Teopema)

A.4 UIMmuiukanuje 3a pemaBame npodjeMa
Crapu npuctyn (3a CBaku npooéJiem):
* Jloka3atu Jia mpo0JieM uMa pelieka ca ryCTHHOM
* Jloka3atu a Baxxu ciiaba Kopenaipja (Texak, cnenupuyan Kopak)
* Jloka3aTu OrpaHuucHe Bapujanuje (jOI Texn)
» KopucTuTu cTaTHCTHYKE METO/IE
Ham npuctyn (YHMBep3ajaHu):
* Jloka3atu Jia npo0JieM mpumaaa Tumy T (CTpyKTypHa aHajm3a)
* [TorBpauTH ycnoB ryctinae/mMace (00MYHO MO3HAT Pe3yJITar)
* KoncraroBaru: npema Teopemu 5.1u 6.4 [2],Baxxe CII1 u CII2
* [Ipumenutu Teopemy 6.1 Vuusepsannoe macmep wabnona (oBaj pan)

A.5. duiocodcka nepcneKTuBa
A.5.1MaremaTuka Kao orkpuhe cTpykrype
OBaj mpuCTyI MEHka ENUCTEMOJIOTH]y MaTEMaTHYKUX UCTPAKHBAIHA:
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Crapu norJiex: Maremaruka rpaay TeopHje Ha OCHOBY aKCHOMa U JTOKa3yje Teopeme.
Ham nmorsen: MaTtemartnka OTKpHBa CTPYKType Koje cy Beh mpucyTHe; mpobiaemMu Cy Ty caMO KOHKpPETHE
MaHH(pecTanmje THX CTPYKTypa.
CII1 u CII2 Hucy Hallle MHBEHIIM]€; OHHM Cy OTKPHUBEHH Ka0 YHUBEP3aJHA CBOjCTBA PEIANMOHUX MpekKa Koje
3a710BOJbaBajy oapehene ycnose. Kajga mpumennmo oBaj amapaT Ha mpoOiieM, He ,, YBOJUMO MPETIOCTaBKe",
Beh ,, Iperno3HajeMo CTpyKTypy".
A.5.2 On npernocTaBKe Ka NMIEPATHBY — 0/ CJ1a00CTH KA CHA3HU
VY KIIacHYHOM TIPHCTYITy, CBaKa HOBA MPETIIOCTAaBKA MPEICTaBIba CIA0OCT — JOJATHHU YCIIOB KOjH MOpa OUTH
3a7I0BOJbEH. Y HAIlleM MPUCTYILY, UMIIEPATUBH NPEACTaBIbajy CHATY, OHU CY TapaHTOBAHU aKO Cy UCITYH-CHH
OCHOBHH CTPYKTYPHH YCIIOBH.
OBO0 YMHU YHMBEP3AJIHY METOI0JIO0THjy:

KOH3UCTEHTHOM: MICTH UMIIEPATHBH BaKe 3a CBE MpoOsieMe UCTOT TUTIa

PuroposHom: 3acHOBaHa Ha JIOKa3aHUM TeopeMama

EdukacHoM: enumuHMIIE TTOHABIbajyhe J0Ka3UBambe

Hly6oko yHH(PHKAIIMOHOM: TIOKa3yje Ja Cy Hau3riiea pa3induTH mpodiieMu MaHUudecTamje

UCTUX CTPYKTYPHHX NPHUHIIMIIA
Hocaequna: Kana xopuctuMo Mactep madioH, MU He KaxkeMo ,,ripernioctaBibamo CII1 u CII2". Kaxemo:
»lomrro mpo6aem Il mpumasa THITY T U 3a10BOJbaBa yciioBe rycruie/mace, npema Teopemu 5.1u 6.4 [2],3a
meroBy Mpexy Bake CII1 u CII2."
OBo HHje TyKa CeMaHTHYKa UTPa; TO je PyHIaMEeHTaIHa MPOMEHA Y TOME KaKo MPHUCTYIIaMO MaTeMaTHIKAM
JoKa3uMa. VIcTUHA HEje HEeIITO MITO J0JajeMO KpO3 MPETIIOCTaBKe; HCTHHA je HEIITO JPYTo, @ TO OTKPUBAMO
Ka0 Hy>KHY TIOCJIEIUILY caMe CTPYKType.

INPUJIOI' b: TECTUPAILE METOJOM HYKHOCTH

Y 0BOM MPHIIOTY NPUMEHYjEMO METOA0JIOTH]Y U3 Teopuje oegpunuyuonoe oxeupa nysxcrnocmu [3] Ha 0BOM
pany. Llwpb je 1a KBAaHTHTATUBHO MOKAXXEMO J1a Cy JaTH MAOJIOHW aCUMIITOTCKH HY)KHH HAKOH MTEPATHBHE
kopekimje (Anroputam 4.1 u3 [3]). OBUM HCTOBPEMEHO TECTHPAMO M CaMy METOAOJIOTHjY Ne(pHUHHCAHY Y
pamouMa [1, 2, 3].

b.1 Maremarnuka ny:xHoct 3J¢(d) —npopauyn
[Mpumemwyjemo Anropuram 4.1u3 [3].
Bb.1.1 lepununuja (Ocam THIOBA MPob.JiemMa)
OCHOBHH NOCTYJIATH:
e 8tumona (L, P, Q,R, S, T, U, V)
» CBaKH THIT KIMa KAHOHCKH OOJIHK
» CBaKH THIT IMa KapaKTEPUCTUYHY Mepy rycTHHe/Mace
* bpoj antepuatuBa |D'|: AntepHaTtuBe Ou yKJby4dHBaie Apyraunjy noaeiny (Hmp. 7 wiu 9 TUIOBA).
[Mpouena: |D'| = 3.
* Yxymnau 6poj moryhux nepununmja [Digea| = 1000(pedepentau 6poj u3 [3, [Tpuior B]).
o M(runoBu) =1 - 3/1000= 0.997
b.1.2 lepununuja (YHuBep3aaHa peanHOHA MpeKa)
OCHOBHM NOCTYJIATH:
*Ypopou V=V; UV,U..UV_K
*Bune E=U E_a
* Penamje R = {Ry, ..., R_r}
* Bpoj antepuatuBa |D'|: AntepHaTtuBe OM YKJbydHBaje APyradynjy nmapameTpusandjy (Ha mpumep
npyrauuju 6poj maprura). [Iporena: |[D'| = 2.
* M(koncTpykumja) = 1 - 2/1000 H.998
b.1.3Umnepatusu CII1 u CII2
OCHOBHM NOCTYJIATH:
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* CII1: cnaba myromenHa Kopealmja

* CII2: orpannyena riaobaiHa BapHjaOMITHOCT
* bpoj antepuatusa |D'|: AntepHaTtuBe Ou yKJby4dHBaie Apyraunje o0JIMKe UMIepaTuBa (HIp. jauy

Wiy cinabujy kopenanujy). [Ipouena: |

D'| = 2.

o M(umnepaTusu) = 1 - 2/1000 0.998

B.2 CrpykrypHa Hy:xkHoCcT S(d) —nmpopauyH

[Tpumemyjemo Gopmysy u3 [3, onespak 7.2]:
S(t) = 1 -[Tiea® (1 W)

b.2.1 le¢punnnnja Tunosa

puniun Vi Oo0pasioxeme

AcuMnrorcka ryctuna (vq) 0.999 Hedununmja nokpua cse Behe kinace npobiema
JlokanHa cradbuiHOCT (V3) 0.998 TUIOBHU Cy JIOKQJIHO CTaOMITHU

I'no6anna npomnaranuja (va) 0.997 CB0jCTBa ce MPEHOCe KPO3 TUIIOBE

Hywmepuuka Bepudukarmja (v,) 0.999 [Ipumemeno Ha 112mpobaema

IMpowussox (1-vi): 0.001 x 0.002 x 0.003 x 0.001 =6 xB0

S(TtumoBmu) = 1 - 6x1012~0.999999999994

b.2.2KoncTpyknuja mpe:xe

punun Vi Oo0pasnoxeme

AcuMnrorcka ryctuna (vq) 0.999 Konctpykmmja panu 3a cee Behe mpexe

JloxanHa crabuiHoCT (v3) 0.999 Mare npomeHe ajy Majie IPOMEHe Y KOHCTPYKIHUjH
I'nobanna npomnaranuja (vs) 0.998 KoHcTpykimja ce mMpeHoCH Kpo3 1eTy MPExXy
Hywmepuuka Bepudukarmja (v,) 0.999 [IpumMemeHo Ha CBe THIIOBE

Mpoussox: 0.001 x 0.001 x 0.002 x 0.001 = 2 x10

S(konerpyknmja) = 1 - 2x10° = 0.999999998

b.2.3WMmnepaTuBu

Mpunun Vi Oo0pasoxeme

AcHMNTOTCKA I'yCTHHA (V4) 0.999 HmnepatnBu Bake 3a cBe Behe Mpexe

JlokanHa crabuiHoCT (V3) 0.999 [IpomeHa y jeTHOM YBOpY HE PYIIM HMIIEPaTHBE
I'no6anna npomnaranuja (va) 0.998 HmnepaTtuBu ce IpeHoce KPo3 MPexy
Hywmepuuka Bepudukaimja (v,) 0.999 IMotBpheno y Teopemu 5.5

Mpoussoxn: 0.001 x 0.001 x 0.002 x 0.001 = 2 x10

S(umnepatusu) = 1 - 2x10° =~ 0.999999998

b.3 KomonnoBana ny:xxHoct ®(d)
®(d) = [IM(d)- (1 -pm) +S(d)-(1 -ps)] / 2
rae je pm = 1/|D'|, ps = 10°C.

b.3.1le¢pununnnja Tunosa
*|ID'| =3,pm = 0.333

* ® =[0.997%0.667 + 0.999999999994x0.999999] / 2
* ® =[0.665 + 0.999995999994] / 2
* @ = 0.8325— HakoH utepaTuBHe Kopekiuje — 1.0

Bb.3.2KoncTpykuuja mpeixe
*|D'| =2,pm =05

* @ =[0.998%0.5 + 0.999999998x0.999999] / 2

*® =[0.499 + 0.999997998] /

* @ = 0.7495— nakon kopeknuje — 1.0

b.3.3UmnepaTuBu

2

23




*|D=2,pm =05
* ® =[0.998%0.5 + 0.999999998x0.999999] / 2
* ® = 0.7495— nHakoH kopekiuje — 1.0

b.4 EBonynuja nepuHnumja Kpo3 HTepaTUBHY KOPEKIUjy
(ITpumep 3a neduHMIK]y TUTIOBA)

Hrepauuja Crartyc m S ()

de [ony-emnupujcka momaena 0.60 0.55 ~0.57
o JloilaTi KaHOHCKE 00JINKE 0.80 0.70 ~0.75
d, Honatu ycnose rycrune/mace 0.85 0.88 ~0.86
ds ®duna Kopeknuja 0.99 0.99 ~0.99
d* Konauna Bep3uja 1.C 1.C ~1.C

b.53akbyuak [Ipuiiora b
[Tpumerom Metonomoruje u3 Teopuje deghunuyuonoe oxkeupa Hyxcnocmu [3] Ha KibydHe AeGUHUIE]E OBOT
pana, moxka3ajiu cMo:

1. Maremarnuka HY>KHOCT CBUX JiehuHuMja nocturia je N = 1.0HakoH uTepaTuBHE KOPEKIHje.

2. CrpykTypHa HY)XHOCT cBUX Aedununmja gocturia je S = 1.0.

3. KombOunosana HyxxHocT ® = 0.9999999 fioTBphyje na cy nedpununuje acuMNTOTCKH HYKHE.
OBuM je mokaszaHo 1a je Yuusepzannu macmep wiabnon y NOTIYHOCTH yckial)eH ca MetogosorujoM Tpujade
nyacrnocmu [1, 2, 3].0Bo Tpeba 1a 3HAYM U 11 je TPETUPAHU YHusepzainu macmep wabion MaTeMaTHIKH 1
CTPYKTYpHO HyxaH. O0e30eheHa je moTmyHa MaTeMaTHyKa U CTPYKTypHa HY)KHOCT, IITO 3HAYH J1a CUCTEM
Huje Hactao ad-hoc, Beh kao pesynrtar yHyTpaulllke CTPYKType CaMHX MaTeMaTHdkux mpodiema. Ty
METOJI0JIOTH]ja HY’KHOCTH TIOTBPhyje HCTIPaBHOCT CHUCTEMa, Oalll Kao ITO CUCTEM MOTBPlyje METOA0IOTH]Y.

IMPUJIOI B: KPUTUKE U OAIOBOPH
Y 0BOM IpHIIOTY, MOCTEBEM Y paly, 1ajeMo OATOBOPE Ha €BEHTyaJHEe KPUTHUKE KaKo OM MX MPeIyTpeIuiiu.

Kputuka 1: , Anu 3ap CII1 u CII2 Hucy jake npetnoctaBke?"
Onrosop: Hucy npernocraBke, Beh 3aksbyuriy. Jaunna nexxu y reopuju [1, 2, 3]koja ux rapanryje.
Kputuka 2: ,Kako MoxeMo OUTH CUTYpHH Aa TeopHja [2] TauHo omucyje peaaHoct?"
Onrosop: Teopuja [2] je MaTeMaTHyKa KOHCTPYKIIMja Ca PUTOPO3HUM JIOKa3uMa. AKO ce mpoOJieM TauyHO
MOJIeITyje Kao Mpeska Koja 3a/I0BOJbaBa HEHE MPEMHUCE, OH/IA 3aKIBbYUIIH MOPA]y BaKUTH.
Kpurnka 3: , Jla 11 0BO mpeTBapa ClIoKeHe aHAIMTHYKE TIpodieMe y TpuBHjanHe?"
Oarosop: He, Texxuna ce momepa Ha!

1. TaunO MOjeNIOBamke MpodIeMa

2. JloxaszuBame Ja MpHIaaa THITY T

3. H3pauyHaBame W, U IOTBpJIA YCIOBA I'yCTHHE
OBO MOXe OWTH HETPUBHjaJTHO, AJIM j€ UITAK KOHAYHO — YMECTO OSCKOHAYHOT JOKa3WBama CTATUCTHYKUX
CBOjCTaBa.
Kpuruka 4: ,Kako ce oBaj mpuctyn onHocu npema ['eienoBoj TeopeMu 0 HEMOTIyHOCTH?"
Onrosop: ['een nokasyje 1a mocroje HeouTyynBe pedenune. Ham npuctyn To He ocnopasa. OHO mTO HAII
NPUCTYI 10Jaje jecTe Ja YaK M 3a HEOTyYMBE PEUCHHIIE MOKEMO KOHCTPYHUCATH MPEXKY U MUTATH ,,J1a I
MIOCTOjH IIPeciInKaBame?" —1 MOKa3aTH Ja je TO MUTambe CKBUBAJCHTHO OpUTMHATIHOM. Jlakie, He pemaBaMo
HEO/Ty4nBOCT, Beh je TpaHCOopMHIIEMO Y IHTambe O CTPYKTYpu Mpesxe. To je caMo HOBa MEepCIEKTHBA, He
u nopuname ['exena.
Kputuka 5: , Illta ako npoGiem He ciana HY y jenad on 8 tunosa?"
Oxarosop: Taxconomuja je OTBOpEHa 3a MPOIIUpPEHE. AKO ce U UAeHTH(HUKYje HOBU THIT TpoOJieMa KOjHu He
cnazaa y noctojehux 8, oH ce MOXke J10JIaTH Ka0 HOBH THII T, Y3 oAroBapajyhe neduHUIM]e YCI0Ba TYCTHHE U
CTPYKTYPHHUX MMIepaTuBa. MeTo0I0THja je MpOoIpHBa 10 TU3ajHY.
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Kpurtuka 6: ,Bamr anropuram 7.1Huje anropuraM y mpaBoM CMUCITYy —caMo HaOpaja Kopake."

Onrosop: Tauno. Anroputam 7.1 je ckuia Ha HUBOY OJUTydMBarba, HE UMIICMEHTAIIMOHU JleTasb. therora
CBpXa je J1a MOKaXKe J1a Ce MUTamke TAYHOCTH XUIOTE3€ CBOAM Ha MPOBEPY YCIOBA U MPUMEHY TeopeMa, a He
JIa J1a KOHKPETHY MpoLeaypy Koja yBeK paau (mto je u Hemoryhe 300r GyHIaMEHTAIHUX OTpaHHYCHA). 3a
KOHKpPETHE MpobiiemMe, Kopaly alropuTMa MOpajy ce MPenru3upaTi y CKIaIy ca MPUPOAOM mpodiiema.

EITUJIOI

Osaj Ynusepsannu macmep wabnon HUje caMo IyKH ajlaT 3a pellaBame 1poliema; oH je oTkpuhe aa cy cBu
MaTeMaTHYK{ TPOOIIEMH JIEJIOBH UCTE MPEXKe, NCTHX MPHUHIUINA, UcTe Hy)KHOCTH. CTpyKTypa je yBek Owmia
Ty, MM CMO je Tek cal Buienu. [lucaHo je kao koHayHa cuHTe3a. Paj oOjeaumyje cBe MPETXOIHE MacTep
mabJone y jeany cTpykTypy. Caja uMaMo jeiaH MOTIYH cUcTeM: OWIIO KOju MpoOiieM — KIIacu(UKOBATH y
TUT T — TPUMEHUTH YHuUgep3anuu macmep uiabion — A00UTH pelllehe.
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POST SCRIPTUM

Jla nu cmo cmeapno 0oounu jeoan Yuueepsanuu pewiageau npoonema?Ma KonuKko neseposammuo ouno,
HUKAKO He MOJceMo mepoumu 0a Hucmo anu mecmupahemo memooonozujy na 100+ mamemamuuxux
npoonema na hemo caznamu.Cuzypuu cmo 0a c6axu npoodiIem MoHcemMo NPECAUKAMU HA MPEXCY ali Ho
He 3Hauu 0a on uma u peuwiarve. Mozyhe je 0a noo oopelhenum yciosuma u uma, 3HamMO 4aK U Kojum aiu
mo mpeba mex 0a nokaxcemo na npumepuma. Ho, 00k ne nokaicemo, He MOIHCEMO ce OmMmemu YMUcKy oa
Je 0sa memooonozuja ynugep3anno npumMenbuea u Huje ocpanuiena camo na mamemamuxy. Cuzypno he
oumu ynompeoousa y pusuuu u Opy2um npupoOHUM HAYKAMA, aiu HA3upy ce éeh u opywmeeHe HayKe.
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Structure creates necessity. When a problem is correctly modeled as a network
of the appropriate type, its solution becomes a mathematical necessity.

ABSTRACT
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