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TEOPUJA CTPYKTYPHE HY’ KHOCTH

Cmpykmypa nuje ceojcmeo enmumema, éeh oonoca mely
wuma. Kaoa mpesca oocmuzne KpumuuHy c10iceHocm,
oopelhena ceojcmea nocmajy mamemamuuku HylHCHA.

AIICTPAKT

Ogaj panx yBoau ¢opmanny Teopujy cTpyKTypHe HY:KHOCTH 32 pelanuone Mpexe. JleguHnmnieMo KOHIEenT
MaTeMaTHYKe HY>)KHOCTH Kao Mepy HeMOryhHOCTH ofipel)eHuX CTPYKTYpHHUX HapYyIICHa CI0KESHH] HX MPEXa.
Kpo3 acumMnrorcky aHanm3y MpeKHUX CBOjCTaBa, jOI IIOKa3yjeMo Jia Kajia HeKa Mpexa JOCTHTHe onpelhenn
HHBO CJIO)KEHOCTH, 110jaBa oipeheHnx TUIoBa pyna Wik CTPYKTYPHUX HeI0OCTATAKA [10CTaje MAaTeMAaTHIKU
Hemoryha. Jlata Teopuja 06e30elyje popmannu anapart 3a J0Ka3uBame HeMOTyNHOCTH KOHTparpruMepa 1 TO
y LIUPOKOM CIIEKTPY MaTeMaTHUYKHUX 1pobiema. [1aBuu pesynrar je TeopeMa cTpyKTypHe KOH3HCTEHIIHje
1 MeTpHKYy MaTeMATHYKe HY’KHOCTH.

KJbYUHE PEYM: cTpyKkTypHa HYXHOCT, pelialliOHE MpEeXKe, MaTeMaTHika HeMOryhHOCT, acCUMIITOTCKa
aHaiM3a, TeopHja rpadona

AMC KJIACU®HUKAIIUIA (2020):

05C80— Cnyuajuu rpadosu

05C90— Ilpumene Teopuje rpadona

03B45— Moganna noruka (yKbydyjyhu Hy»KHOCT)
11B75— KombunaropHa Teopuja OpojeBa
68R10— Teopwuja rpacoBa y pauyHapCTBY

1. YBOA: HAPAAUTI'MA CTPYKTYPHE HY’ KHOCTH

OcHoBHH pasinor yBohema CTPYKTYpPHe HY:KHOCTH Y pelayUuOHUM Mpedcama jecTe Hel0BOJbHA e(hUKaCHOCT
TpamunuoHaigHe MaTeMmaTtrke. OBaj paj mpeacTaBiba MOKYIIaj, U TO YCIIeIaH, 1a ce Ta eukacHOCT moseha.

1.1 ®dunocodcka ocHoBa

TpanunmoHanHa MaTeMaTuka [4] mo4ecTo ce ocliamba Ha KOHCTPYKTUBHE JI0Ka3¢ U IUPEKTHY Bepu(HUKaII]jy.
MebhyTtum, 3a croxeHe CHCTEME ca aCHMIITOTCKAM CBOjCTBHMA, OBaj MPUCTYH MMOCTaje HeeuKacaH. 3aTo U
yBoaMMO napagurMy CTPYKTYpHe HY:KHOCTH KOja Ce 3aCHHBA Ha jeIHOj YMIbCHUIIH J1a opeheHu CIIOKeHH
CHCTEMH HE MOTY OJP’KaTH KOH3HCTCHTHOCT aKo cajpike oapelheHe TUIoBe CTPYKTYPHUX HEJOCTAaTaKa.

1.20OcHoBHA UHTYHIIHja

Kako cucteM pacte y CIOKEHOCTH, BeroBa I00anHa CTpykTypa Hamehe cBe jaya orpaHuyerma Ha JIOKaJlHA
cBojctBa [5, 15].TToctoju Tauka y K0joj oapeljeHa HapyIiema MocTajy MaTeMaTiukd Hemoryha aiau He 300r
JIOKAJIHUX OrpaHuueiba, Beh 300r r1o0aaHuX CTPYKTYPHHUX 3axTeBa [5].

2. DPOPMAJIHU AITAPAT (Jledpunnumje n HoTanmja)

dopmanHu anapat oBOTI paja caApku AeUHHULIN]je, HOTALHU]Y, JIEMe, TEOpeMe U JloKasze. Y paay He [0CcToje
aKcuome.

Jepununuja 2.1 Penaunona mpe:xa): [9] Heka je G = (V, E, R) e je:
*V je ckym 4BOpoOBa



*E €V x V je ckyn usmua
‘R ={R;, Ry, ...,Rg} je ckyn penanuja na V

Nepununuja 2.2 (CTpyKTypHAa KOH3UCTeHIHUja): Mpexa G je CTPYKTYPHO KOH3UCTEHTHA 70 HMBOA € aKO
3a cBaky penauyjy Ri € R Baxu:

*lim supqyi- oo}l{Hapymema R} / |V| <e
Nepununuja 2.3 Kputuuna ciaoxenoct): [4] Mpexa G 10CTHKE KPUTHYHY CII0KEHOCT aKO Ty €r3HCTHpa
¢byukmuja f(n) Taksa ga:

+8(G,) > (1) w limpy_.co)f() = o0
rae 6(G_N) npencrapiba MUHUMAITHH CTETICH YBOPA Y MPEXHU ca N YBOPOBA.
Jedununuja 2.4 (Tokanana craéuianoct peaanuje). Heka je G = (V, E, R) penaunona mpexa u R € R
penanuja. Kaxemo na je R mokanno crabunna ca konctantoMm Cg ako moctoju koHayna koHctanta Cg > 0
TaKBa JIa 32 CBaKO Hapylliewe V penanuje R Baxu:

*V yruue Ha HajBuie Cr MOTECHIMjaTHUX Be3a y MPEXU — NP YyeMy ,, yTude" 3Ha4yM aa V oHemoryhasa

HOCTOjarbe THX Be3a (Be3a He MOKe OMTH peain30BaHa ako je HapyIIeHhe MPUCYTHO).

dopmaiHuje, MOCTOjH Manupame ¢ U3 cKymna Hapymewa Vg y ckyrn P(V x V) (mapTUTHBHY NOTESHIH]aTHUX
BE€3a) TaKkBO JIa:

*|p(v)| < Cg 3acBako V€ V_R,;

*@(V) je edeKTHBHO HICHTU(PHUKOBAH U3 CTPYKTYpE HapyIiewa V (Tj. MOCTOjH aIrOpPUTaM KOjH 3a JaTo V

uspauyna @(V)).

Hanomena. Opzie konctanta M(R) o3HauaBa MakcuManaH Opoj Hapyliemwa, Koja 01 MOriia HCTOBPEMEHO Ja
onemoryhe ucty nmoreHuujanHy Besy. Y mpakcu je M(R) = 1 ako je Hapymiewe oacycTBo uBHIle (jep jenHy
UBHILY MOKe OJIOKUpATH caMo jeJHO 01cyCcTBO). CBOjCTBO JIOKAIHE CTAOMIIHOCTH C€ TY MPOBEPaBa 3a CBAKy
KOHKPETHY peJanyjy MPUINKOM IIPUMEHE TeopHje.
Jepununuja 2.5 (no6anna nponaranuja Hapymema). Heka je G = (V, E, R) penarmona mpexa u R €
R pemanmja. Kaxemo na R mocenyje cBojcTBo rimobanne nponaramuje ca koncrantoM K > 0 u ¢pyHKIujom
pacta f: N — R* ako Baxu:
AKo 3a HeKo Ng mocToju 6ap jenHo Hapymiewe penanuje R y mpexu G,y (1j. Ir(No) = 1), onaa 3a cBe one
JIOBOJHO BEJHKE N > Ng Opoj Hapyiewa 3anoBosbasa; Ig(n) > K - f(n).
dynkuuja pacta f je kapakTeprcTHKa KOHKpeTHE penaiuje R 1 Mopa ce eKCIUIMIIMTHO HABECTH MPUIUKOM
pPUMEHE TEOpHje.
Hanomena 1. YcioB ,3a cBe IOBOJBHO BeJNHMKE N > Ng" 3HA4M Ja MOCTOjU Ng = Ng TAaKBO J1a 3a CBe N = Ny
Ba)KM JlaTa HejenHakocT. KoHncranra Ny 3aBucu u ox K u on R.
Hamomena 2. CrangapaHu ciydaj y ananusama oBor pana je f(n) = ﬁ, IITO OATOBapa CyOIMHEApHOM,
anu Op3oM pacTy oduma Hapyiema. OBaj nu30op je moBosban 3a Teopemy 3.3,anu HUje jeauHM MOTyh — 3a
Heke pernanuje f Mmoske 6urn u 6pka (Hmp. f(n) = N) wu cnopuja (wa mpumep f(n) = log n), y 3aBucHOCTH 01
NpUPOJIE peranuje.
Hanomena 3. CBojcTBO m1o0aiHe Tpomnaraiijje je mpeTnocTaBKa Koja Ou ce Mopalia mpoBepaBaTH 3a CBaKy
KOHKpeTHY penanujy R. OHO HUje ayTOMaTCKU 33/10BOJBEHO 32 HEKY IPOU3BOJBHY pealyjy. Y MpakTUIHUM
NpUMeHaMa, IpoBepa OBOT CBOjCTBA MPEJICTAaBIba jeaH O/ KJbYUYHHUX KOpaKa y IPHUMEHH TeOopHje.
Hanomena 4. 3a pasnuky oj yokanHe ctabuianoctd ([1. 2.4),koja orpaHryaBa JOKAIHU YTHIA] HAPYIICHA,
rio0aiHa mpornaraimja onucyje Kako ce Hapyliema mupe Kpo3 Mpexy. J[Ba cBOjCTBa Cy KOMIUIEMEHTapHa!
JIOKaJTHa CTaOMIHOCT OTpaHWYaBa IMojelMHaYHa HapylIema, JOK TI00aiHa Iporaranyja oBIe OCUrypana aa
HapyIIemha HE MOTY OCTAaTH M30JI0BaHA.

JNepununuja 2.6 Jaka KpuTHYHA cJI0:KeHOCT). Mpexka G OCTIKE jaKy KPUTHYHY CIIOKEHOCT CaMO aKo

n
nocroju pynkuuja g(n) Taxsa 1a: 8(Gy) = g(n) u limg, . g(n ) > 0.

(Tj. MUHUMAJIHHU CTEIICH pacTe OGapeM JMHEeapHo ca N.)



Nepununuja 2.7 [IlornyHe pyme).
Heka je Vp ckym uBopoBa y penannoHoj Mpexxku G, u Heka je A KoHavaH CKyl cuMO0oJIa Wi aKiuja. 3a 4Bop
V¢ € Vg, Ka)keMo J1a je OH MOTIYHa pyna ako 3a cBako a € A" (rue n = |Vy|) Baxku:

* Ryki(cra) = HETAYHO..
rJie €y, O3HaYaBa KOHPUIypalHujy y K0joj je YBOp V¢ y CTamy a, a Ryke je Ty penanuja akTuBanmje Koja oBJe
neduHUIIe Kaja HeKa KOH(QUTypaiyja MoXe Ja ce peanusyje y Mpexu. Jpyrum pednma, 9Bop Vy HE MOXKE
na Oyne akTUBHpaH HH 3a jeIHY aKIujy a u3 ckyma A", mTo ra Y4MHU NOTIYHO HEYIOTPEOJEUBUM 3a IPEHOC
HH(OPMAIHje HIIH YCTIOCTAaBIbAkhE JaJbUX pellalija y MPexkKH.

3. DPOPMAJIHU PA3BOJ TEOPUJE: IEME U TEOPEME

VY 0BOM MOTIIaBJbY JajeMO CBE JIEME U T€OpeMe MOTpeOHe 3a KapaKTepu3alHjy CTPYKTYPHE HY:KHOCTH.

3.1CBojcTBa Mpe:ka KpUTHYHE CJI0KEHOCTH
Jlema 3.1 (CBojcTBa KpuTHYHE cia0keHOcTH). Heka Hekn Hu3 Mpexa {Gp} JOCTHKE KPUTHUHY CII0KEHOCT
(Ted. 2.3) [4]. Tana:
1. AKko HM3 T0CTHIKE jaKky KpUTHYHY cjaoxeHocT ([ed. 2.6),0Haa:
* I'yctuna Be3e Teku Ka MO3UTHBHOj KOHCTAHTH: lim infg,_,,d(Gy,) > 0
* IIpoceuan cremneH pacte HEOTPAaHUUCHO: lim{n_,oo}a(Gn) =
* Ilocroju Ng TakBO Aa 3a cBe N > Ng Mpexa G, Oyzxe moBezaHa
2. AKO0 HM3 J0CTH:KE caMo cJ1afy KpuTHYHY ciaoxeHnoct (ed. 2.3),0naa:
* IIpoceuan cremneH pacte HEOTPAHUYEHO: Iim{n_,oo}a(Gn) =0
* [locroju Ny TakBO 1a 3a cBe N > Ny Mpexa G, Oyzae moBe3aHna
I'ycTuHA MOKe, aJIi He MOPA, TEXKUTH KA MO3UTHBHOj KOHCTAHTH.

JNoka3 1 (l'ycTuna):
Heka je n = |V,|. [Ipema [Jedunnnunju 2.6 (aka kpuTHyHa CI0XKEHOCT), octoju pyHkuuja g(N) u To Taksa
n
na je 8(Gy) = g(n) u limyg, ) % =c>0.
Jloma rpanuna 3a 6poj usuna: 2[E,| > n-g(n)
2[Eal__ ngm _gm
n(n-1) "n(n-1) n-1

I'ycruna: d(G,) =

n
Kako je limg, ) % = ¢ > 0,umamo:
g(n) g(n) n
limg, . —— =limg,_ .. [——] - [—]=c-1=c>0.
mg, }n—l myg, }[ n ] [n—l] C c>0

I[Tpema Tome, lim infg, .3 d(G,) >Cc>0.m

Hoxa3 2 (IlpoceyaH cTemneH):

- 1
ITo nebununmju, mpoceyan crenex je d(Gn) = o Zvevn) deg(v).

- 1
Kako je caku crenen deg(v)> 6(Gn), umamo d(Gn) > 0 n -8(Gn) = &(Gn) > f(n).

owrro f(n) — oo, cneau limg, ,,yd(GN) =o. m

Joka3 3 (IloBe3aHOCT — 32 jaKky KPUTHYHY CJIOKEHOCT):

Tpeba mokazaTu 1a MocToju Ng TaKBO J1a 3a cBe N > Ng rpad G, HUje Moryhe pa3aBoOjUTH HA JBE WIIM BUIIIC
KOMITOHEHTH.

[TpeTnoctaBUMO CyMpOTHO: Jia MOCTOju OeckoHauan moaHu3 { Gy} rae je cBaku {Gpi} HemoBe3aH. Y3MuUMO
jenan takaB rpad G, (3a Benuko N) Koju je HemoBe3aH. AKO je rpad) HemoBe3aH, OHIA Ce MOXKE TO/ICIUTH Ha
HajMame JiBe KomrnoHeHnTe. Heka je C oHa KOMITOHEHTa KOja IMa HajMamH 0poj uBopoBa. Tamga 6poj yBopoBa
y C jecte HajBuiire |n/2].

Pasmotpumo gBOp V y 0BOj HajMamk0j KOMIIOHEHTH C:

CBu cycenu uBopa V Mopajy Outn y uctoj kommonenTu C.



ITpema Tome, creneH uBopa V 3aaoBossasa: deg(v)< |C|— 1<|n/2| - 1
MelyTum, 0BO je y KOHTPaJIMKIHUjH Ca OCHOBHOM HPETIIOCTABKOM jaKke KpUTHUYHE clioxkeHocTH (dedun. 2.6):

n n
6(G,) = g(n) m lim % = ¢ > Q Jaxue, Tax 3a 10BoJbHO Benuko N, 8(G,) = C-n >E (jep ¢ > Q 3a 1OBOJBHO

n 1 n

BEJIUKO N Baxku C- N >E ako je ¢ > E; y OMIITEM CIIy4ajy, y3uMaMmo N JOBOJEHO BEJIHKO Ja C-N >E)'

n

AJn cMO TIOKa3ay U A2 y IPEeTIOCTaB/bEHOM HEMoBe3aHOM Ipady IOCTOjH YBOP YUjH CTENEH je < lEJ -1
. n . . .

IITO je CTPOTO Mabe O - Konrpaaukuuja. Jlakie, Haiia je npernocraBka Hetayna. Ctora, Mopa mocTojaTu

No TakBoO J1a 3a cBe N > Ny rpad G, Oyae mose3aH. W

Hamnomena. 3a cnaly kpurnuny cioxenoct (8(G,) — oo 0e3 IMHeapHOT pacTa), MOBE3aHOCT CIIEAU CaMO

aKo je pact J0BoJbHO Op3. OBO je mpeaMeT pa3marpama y JokasuMa 4 u 5 (3a jaky KpUTHYHY CIIOKEHOCT) U

3axTeBa JIOJaTHY aHAIU3Y 3a ci1aldy.

Joka3 4 (AnTepHATHBHH 32 TYCTHHY — PEKO Opoja HBUIIA):

Hexka uu3 mpexa {Gy,} moctmke jaky kputnuky cinoxeHocT ([ed. 2.6). Taga mocroju ¢ynkimja g(n) Taksa

8 n-g(n)
g(;l) = ¢ > Q Ykynno usuna |E,| 3anoBossasa |E,| > &

na 8(Gy) = g(n) u limg, o) . C npyre crtpaHne,
. . n(n-1) _ 2|Eq|
MakcuManHu Opoj mBHIA y Tpady ca N YBOpoBa je — I'ycruna d(G,) = m Hakne, d(Gy,) >
n g(n) gn) g(n)
—— =g(n)/(n-1) .K C,
n(n-1) g(n)/(n-1) . Kao n 1o n—1
> 0. OBaj 10Ka3 je eKBUBAJICHTAH PBOM JI0Ka3y, alli AUPEKTHU]e KOPUCTH OTHOC UBHUI[A U TyCTHHE. W

— C. IIpema Tome name cienu aa je lim infy, . d(Gy) = C

Jloka3 5 (ATepHATHBHH 32 OBE3aHOCT — NPEKO TeopeMe 0 MHHHMAJIHOM CTEIeHy):

. n—1 .
[To3nara Teopema y Teopuju rpadoBa Kaxke Ja ako rpad uMa MUHUMAIHU CTETICH O >T’ Taja je rpad

n
nmoBe3aH. Haume, ako rpad HHUje TOBe3aH, OHAA TOCTOjU KOMIIOHEHTA Ca HajBHUIIC 2 11BOpOBa, H y T0j je

n n-1
KOMIIOHEHTH MaKCHMAJIHU CTETEH YBOpa je < 2" 1, mro je Mame WK jeTHAKO N 3a N > 1. Kako 3a jaky

n n
KPUTHUKY ciokeHocT Baxu 8(Gy,) > g(n) ca % — € > (Q 3a 10BOJBHO Benuko N umamo g(n) >E’ na 8(G,)

n
> E IIpema Tome, 3a cBe TakBe N, G, je MoBe3aH.

OBaj 10Ka3 je joI jeJHa MPUMEHA KIIACUYHOT pe3yiTara. M

3.2 KoMnaTuOMJIHOCT OCHOBHUX JIe(pMHULIN]A
Teopema 3.2 KommaTuouianoct nepununuja); Jledpununuje penanmone mpexe (2.1),kao u CTPyKTypHE
KOH3UCTeHIH]je (2.2) 1 KpuTHuHE ciokeHocTH (2.3)jecy MelyycoOHO koMnaTuOmiiHe y cieaeheM cMUCTY:

1. KomsucrtentHoct: [Toctoje GeckoHaunu HH30BU Mpeka {Gp} KOjU HCTOBPEMEHO 3a7[0BOJbABAjy CBE
Tpu neuHUIHje.

2. HenporuBpeunoct: He noctoju mpexxa G xoja 3a7oBosbaBa jenny Ae(pUHUIM]Y Ha HAYUH KOjU OU
JIOTMYKH MCKJbYYMBAO WIIM TUPEKTHO MPOTUBPEYHO HEKO] OJl OCTANC IBE y OKBHPY YCIIOCTaBJHEHOT
akcroMaTckor cuctema (Bunetu [2], [3]).

3. ®ynkumonajana Be3a: Ope neuHUIMjE CBE 3ajeHO (popMupajy KoXepeHTaH (popMaHu amapar rue
KpPUTHYHA CIIOkKEHOCT (2.3) mpecTaBiba TOBOJbAH YCIIOB 33 MOCTU3AE CTPYKTYPHE KOH3HCTCHIIN]C
(2.2)y ognocy Ha penanyje Koje ucnymwanajy oapehena crojcra (Buau Teopemy 3.3).

Joka3 1 (KOH3MCTEHTHOCT):
Konctpyumumo ekcrummimran npumep. Heka je G, = (Vy, E,, Ry) roe je [Vy| = n,En =V, x V\{(v,v) : v
€ V,} (mornynu rpad 6e3 netspn), u R,= {E,}. Tana:
G, je penarona mpexa o ed. 2.1.
* Munumanuu crerneH je 8(G,) = N—1,ma 3a f(n) = n—1 Baxwu lim f(n) = oo, Tj. moCTHXE KPUTHUHY
4



cinoxenoct (ded. 2.3).
*3a penatmjy E,, ckyn Hapymiema je mpasaH (jep cy cBe HBHIIE NPUCYTHE), Ma je oHAa U Ig,m)= 0.

Ounrnenno Baxu lim supg, 3 = = 0,a TaKo je Mpexa cTpykTypHO KoH3ucTenTHa ([led. 2.2).
n

Jakie, vu3 {G,} 3a710BoJbaBa CBE TPU ICPHUHUIIN]E UCTOBPEMEHO. M
Noka3 2 (HempoTuBpe4YHOCT):
Tpeba mokaszatu 1a He mocToju Mpexxa G Koja 3a10BoJbaBa jeHy NeUHUALN]Y U TO HA HAYMH KOjU JIOTHIKH
UCKJbYUYje WIN JUPEKTHO MPOTUBPEUYH HEKOj 0] ocTase aBe. [[poBepaBamo cBe mapoBa aehuHUIM]a:
Hed. 2.1u Jled. 2.2:1IpBa nedunuiie odjexat, qpyra qedpuHUILIE CBOJCTBO TOT 00jeKTa, a Ty HeMa JIOTHIKE
KOHTPaJIUKIIH]€.
Hed. 2.1u Jled. 2.3:Cnuyno, HemMa TOTUYKE KOHTPAIUKIIN]E.
. IR(n
Hed. 2.2u [ed. 2.3: CrpykrypHa kousucteHnuja (2.2) 3axresa lim sup Rm) - 0. Kpurnyna cnoxeHocT
n
(2.3) 3axteBa 8(G,) — . [la O IOULIO 70 JIOTHYKE KOHTPAAUKIHMjE, MOPaIo O J1a IOCTOjH Mpexka 3a KOjy
Ir(m)

6(G,) — o HcTOBpeMeHO 3axTeBa (oruukoM HeomxoxHoiihy) ma lim sup —— > 0. MehyrtumMm, ycioB
n

0(G,) — o cam no cebu He Hamehe HuKakBa orpanuucma Ha Ig(n). KoHkpeTHo, mocrtoje Mpexe Koje
HCTOBPEMEHO 33]I0BOJbaBajy 00€ neuHHUIMje: HIIp.Hu3 KoMmmuieTHux rpadosa K, anmm ca momatum o3Hakama

0
(amp. 60jama uBopoBa) Tako aa Ig(n) = 03a ce N. Y oBom mpumepy, 6(K,) = N-1— oo u lim su o 0.

Jaxne, neduHMIIMje HUCY Y JTOTHYKO] CYMPOTHOCTH. M

Joka3 3 (PyHKIIMOHAJIHA Be3a):

Osa Be3a je caapikaj raBHe Teopeme 3.3 (CTpykTypHa HYXKHOCT), OHE Koja he OuTH I0Ka3aHa y HaApeIHOM
oznesbky. OHa dopmanHo ycroctasiba Aa, o oApeheHrM ycnoBiMa (JIOKaHa CTaOMITHOCT Ak M Ii100anHa
nponaramyja penanuja), KpuTHYHA CI0KESHOCT UMILTUIUpA CTPYKTYPHY KOH3UCTeHIHjy. OBUM ce CBe TpU
neuHUIMje HE caMo He CyKoOJbaBajy, Beh ce yjeanumyjy y jeIMHCTBEHY TEOPHjCKY KOHCTPYKIH]Y. M
Joka3.4 (AnTepHATHBHH 32 KOH3UCTEHTHOCT —PEKO FyCTHX CJy4ajHHX rpagosa).

PasmoTpumo Hu3 ciyuajuux rpadosa G(n, p) ca p = n{~%3), 3a Takas HU3, aCHMITOTCKH CKOPO CHIyYpHO

muHIManHH cteneH 8(Gy) pacte kao N- p =ni®5%} — oo, ma Tako jecte 3am0BoIBEHA 1 eHHIIM]A KPUTHUHE
n

cnoxenoctu (Hed. 2.3).1IraBumie, momrro je p — 0, 33/I0BOJBbCH j€ OHJA U YCJIOB jaKe KPUTUYHE

logn
cnoxenoctu (Buau Jlemy 3.6). [lebunumumo penammjy R kao penamujy cycenctsa. Taaa, ako y3MeMo Ja je
n(n-1)

2
-1
_n(nz—)p. MehyTtum, oBO HE TeXH HyIH 10 YBOpY. [a 6rcMo 00e30eauan 1 CTPYKTYPHY KOH3UCTEHTHOCT,

HapyIlIemke 0JCYCTBO MBHUIlE, Opoj Hapymiewa Igx(n) je 6poj 0aCYTHHUX MBHUIA, KOjH j& aCHMIITOTCKH

MOXeMO neduHHucaTH penanujy R Ha apyrauuju HauuH, HIpP. Kao ,OCTOjU MyT aykuHe HajBume 2. Tana
ce MO)Ke IMOKa3aTH Jia Cy Hapyliema peTka. KoHkpeTHHje, MOKeMO KOHCTPYHCATH I1e0 HU3 TpadoBa KOju cy
KOMIUIETHH, T1a CY CBU YCJIOBU TPUBHUjaITHO 33J0BoJbeHH. OBaj MpuMep MOKasyje Ja MOCTOje HEeTPHBUjaIHH
HHU30BH (CIy4ajHu rpadOBH) KOjH MOTY Jia Ce MOJece a 3a70BOJbE CBE TPHU JAchHHHUIIMjC. W

Jloka3 5 (AnTepHATHBHHU 32 HEKOHTPAJMKTOPHOCT — MPEKO MO/eJ1a JIOTHYKe TeopHje).

Hebununmje 2.1, 2.2u 2.3mory ce popmanuzoBaTu kao popmylie y je3uky teopuje ckynosa [6]. Heka je @4
¢bopmyna koja nepUHHUIIE PEeTauoHy MPEXKY, (2 GOpMyIa 3a CTPYKTYpHY KOH3HCTEHIIH]Y, U (3 popmyIia 3a
KPUTHUKY CIOXKEHOCT. KOH3HCTEeHTHOCT ce cBOJM Ha MUTame J1a Jiu noctoju mozaen ZFC y kojem Baxe cBe
TpHu opmyie 3a Heku HU3. Kako ZFC mocenyje Mojene y KojuMa MmocToje KOMIUIETHU Tpad)oBH, Y TAKBOM
MOJIeTy CBe TpU (OpMyJie Cy TauHe 32 HU3 KOMIUIETHUX Tpadosa. Jlakie, oHe Cy U y3ajaMHO KOH3UCTEHTHE.
3a HEKOHTPAIUKTOPHOCT, Tpeba MoKa3aTH Jla U3 jeJIHe He cIequ Heraiuja apyre. To ce MoXe U MPOBEPUTH,
U TO TAaKO IITO C€ KOHCTPYHUIIY JIBa MOJICNIA: JeJaH Y KOjeM BaXKe (1 U (2 Al HE BaXKU (3 (IpUMEp Mpexa ca
KOHCTQHTHHM CTEIICHOM), U je/IaH y KOjeM BaXke (4 U (3 Al HE BAXKHU @y (Ka0 Mpexka ca MHOTO HapylLICHha).



[MTomTo TakBM MO/IENH MTOCTOj€, HUjeIHA Ne(UHUIIN]a HE UMILTUIINPA Heranujy Heke apyre. [Ipema Tome, HU
neduHUINje HACY Y KOHTPAJAUKIMj 1. W

3.3®PopmaHu pa3Boj Teopuje. CTPYKTYPHA HYKHOCT
Teopema 3.3 (CTpYKTYpHA HYKHOCT):
Heka je G GeckoHauHa pealMoHa Mpeska 3a Kojy moctoju GpyHkiuja g(n) Taksa aa:
(*")8(G,) =n —¢(n), rae €(n) — Oxag N — oo,

(OBo mpencTaBsba yCJI0B jake KPUTHYHE CJI0KEHOCTH ca OP3UM PacToMm.)
Tana 3a Ouno kojy penanujy R € R koja 3agoBosbaBa:

1. Jlokanny crabwinoct (ledununmja 2.4)

2. Tno6amny nponaranujy (Jedunuiuja 2.5)
Ba)KH J1a je § CTPYKTYpPHO KOH3UCTEHTHA y oaHocy Ha R (Jlepununuja 2.2)
Joka3 1 (IlupekTHAa KOMOMHATOPHA AaHAJIN3A):
[MpernocTaBuMo cynpoTHO, 1a G HUje CTPYKTYPHO KOH3UCTEHTHA y ogHocy Ha R. Tanma npema leduaunmmjn

Ir(ng) Se
Nk

Kopak 1: Jloma rpanuna 3a Ig(n). U3 rinob6anue nponaranuje (Jedununuja 2.5),kaxo je Ix(ng) > €-ny =1
3a JTOBOJBHO BEITMKO Ny, cieau aa noctoju K > 0 Tako 1a 3a T0OBOJBHO BEJIUKO Ny

n
Ta(m) 2 K - f(m), rae je f(n) = R(G-—)-

Kopak 2: Be3a uzmel)y Hapymiewa u 6;10kupanux Be3a. 13 nokanse crabuminoctu (Jedunui. 2.4),cBako
HapyIiewe Ookupa Hajeuine Cp noTeHujanHux Bes3a. Jame Heka M = M(R) Oyne koHcTaHTa mpekianama
(MakcuManaH Opoj HapylIeHmha Koja MOTy OJIOKHpaTH UCTY Be3y), a Opoj Onokupanux Be3a B(N) 3amoBosbasa:
Ir(n)

2.2noctoju € > Ou OGeckoHAYaH HU3 Ny, TaKaB J1a 3a CBE K BaxKu:

< B(n) < Cg - Ir(n).

Kopak 3: Kanmauuter mpesxe. U3 ycnosa (%) umamo 8(G,) = n — €(n). Bpoj uuna 3ago0Bobasa:
n

|En| > n-%, rae g(n) = n—g(n).

n(n-1) _B(n)< n(n-1) ~ IR(n).
2 2 M

n@n-1) - IRl\(an) nob6ujamo: Ig(n) <M w

Kakojen—-1-g(n) =n-1-(n -g(n)) =¢&(n) — 1, 3a noBosbHO Besuko N Baxu &N) < 1, ma je g(n) — 1 <

gn)—-1
0. Taga: Ixg(nN) <M - n - <0.

Kopak 5: Kontpagukuuja. 113 Kopaka 4 cnenu Ig(n) < 0, wito je y koutpaaukiuju ca Igx(n) > 0.
Hakie, Ig(n) = 03a cBe JOBOJBHO BEIHKO N.

C nmpyre ctpaHe, cBaka OJIOKHpaHa Be3a HE MOCTOju y MpexH, na: |E,| <

Kopak 4: KomounoBame rpanuna. 13 n-g(n)/2<

. IR(n
Kopak 6: 3akspyuak. Kako Ig(n) = 03a cBe g0BOJBHO Benmuko N, ciean lim sup R _ 0, mrro je ynpaBo
n

J. 2.2.Takzne, G je CTPYKTYpHO KOH3UCTEeHTHA Y omHocy Ha R (1 jaue: Ix(n) = 03a 10BoJbHO BeTUKO N). W

Hoka3 2 (IIpexo KOMOUHATOPHE caTHpanuje):

Heka je m(n) = K - logn JI0Fba TpaHMIla 3a Opoj Hapyliewa U3 riobdanHe nponaranuje (kama mocroju 6ap

jenHo Hapyiieme). CBako Hapylieme, 10 JOKAIHOj craObmiHocTH, Ookupa Hajeuiie Cr Besa, ma je B(n) <

Cr - Ir(n), a Takohe B(n) > Ir(n)

Makcumaiiu Opoj MBHIIA Y MPEXH ca N YBOPOBa M MUHUMATHUM cTeneHoM d(G,) = g(n) Mopa 3a10BOJBUTH
g(n) n(n-1) n(n-1) Ig(n)

(360r mpekanama).

>n.—= < - <
Bl 0 - S By = - B s ——— -
n(n-1-g(n
KombunoBamem: Ig(n) <M %



Ca (%), g(n) = n —g(n), ma n—1-g(n) =g(n)-1 < 03a goBossHO Benuko N. To 6u 3Haumno aa je Ig(n) < 0,
mro je Hemoryhe. /lakie, He MOXe MMOCTOjaTH HapYIICHE 3a TOBOJFHO BEIIUKO N.

Haxue, Ix(n) = 03a cBe JOBOJBHO BEIHMKO N, LITO je jaue 0] CTPYKTYPHE KOH3UCTEHIMje. W

Hoka3 3 (Ilpexo Teopuje BepoBaTHOhe U KOHIEHTPAIMOHHX HEjeTHAKOCTH):

Ig (ng)
Hexka G, 3a10B0sbaBa (% '). [IpeTnocTaBUMO CynpoTHO - MocToju € > 0 u GeckoHaYaH HU3 Ny ca >e.
Nk
Kopak 1: OuexknBame u orpanuueme. 113 gokande ctabuinoctu (dedun. 2.4),cBako HapylIeHke yTUIe Ha
HajBuiie Cg Be3a, ma je ouekuBaHu Opoj Onokupanux Besa orpanudeH: E[B(n)] < Cg - Iz(n).

W3 nokanue crabunnoctu (Jedun. 2.4)u komObunaropHor aprymenta (Kopak 3, Jlokas 1), 6poj Gokupanux
g(n g(n

Besa 3a10BoJbaBa E[B(N)] < Cg- M - n % Hakne E[B(N)] <Cg - M- n % =o(n).

Kopak 2: UepHodona rpanuna. [Ipumennmo YepHodsbeBy HejeHAKOCT HA Opoj OIOKUpaHHUX Be3a (crnabo

3aBUCHE CJIy4ajHe MPOMCHIbUBE):

P(B(n) > &-n) < exp(—C-€?-n) 3a Heky KoHCTaHTY C > (, 3a JOBOJBHO BEIHKO N.

Kopak 3: bopear—KanrenujeBa nema. [lorahaj {B(n) > &-n} ce, npema bopen—Kaurenujesoj nemu, nemasa

caMo KOHaYHO MHOTO TyTa (jep roprma rpaHMila eKCIOHEHIIN]jaTHO OMaaa). AJi aKo > g, oHIA je U
ng

B(ng) ¢ , . .

> W (3a Heky konctanty M' > 0), mTO je y KOHTPaIUKIIH]H.

ng

. : n) : .
Jlakie, mpeTnocTaBka je HetauHa, na lim sup = 0, mrro je Hedunnnuja. 2.2. m

3.4 KonayHa eJJMMMHALIMja HAPYLIEHA
IMocaenuua 3.4 (Konauna eJMMHHAIMja HApyIIema). AKo y Teopemu 3.3Baxu ycnos (k'), onga Mopa
noctojatu N TakBo 1a 3a cee N > N Baxu Ix(n) = 0.
Hoxa3 1 (IupextHo u3 lokaza 1 Teopeme 3.3):
n-1-g(n)

ITpema Jlokasy 1 Teopeme 3.3,Kopak 4, Baxu: Ig(n) <M - n - > :

Ca (k') umamo g(n) > n —g(n), man — 1 — g(n)< g(n) — 1. Kako ¢(n) — 0, nocroju N TakBo na 3a cee N >
N Baxu €(n) < 1, naxne ¢(n) — 1 <Q
ge(n)—1

2

Tamaje Ix(N)<M - n -
N. m

< 0. A Ig(n) = 0 mo aedunuiuju. axie, mopa 6utu Ig(n) = 03a cee N >

Joka3 2 (KoMOMHATOPHN — MPEKO caTHpalHje):
U3 nokanue crabmwinoctu (Jedun. 2.4)u rnodanne nponaranuje (dedpun. 2.5),6poj 61oxkupanux Beza B(n)
Ir(n)

3aj0BoJbaBa; B(n) >

n(n-1)

C npyre cTpane, yKymnaH Opoj HEZOCTajyhux Be3a y MpeXH je OrpaHHYeH ca - [E,]- Kako je |[E,| = n

'@, noGujamo: B(n) S—n(n D_ n- Bln) _ n(n-1 g(n)).
2 2 2 2
Ig(n) - n(n-1-g(n))
M ~ 2 '
Ca (') mmamo g(n) > n —£(n), ma n—1-g(n)< £(n)—1. 3a noBossHO Benuko N, £(n) < 1, ma je n—1-g(n) < Q
a TMME W JIeCHa cTpaHa HeraruBHa. Kako je jieBa cTpaHa HeHeratuBHa, jequna moryhuoct je Ig(n) = 03a cBe
N>N.m

KombOuHOBameM:

Joka3 3 (Konrpagukuuja):



[peTmoctaBuMO CYNpoTHO, aa 3a cBako N moctoju N > N ca Ig(n) > 1. Tama moctoju GeckOHAYaH HU3 Ny, —
oo takaB ja Ig(ng) > 13a cse k.

n
U3 rnobanre nponarauuje (Jed. 2.5)cnenu na rama Ig(ng) = K - f(ny) 3a Hexy dynxunjy f(n) = Q(log n)'
_ ng — 1 —g(ng)
Hakie, Ig(ny) — . Amu u3 Jlokasza 1 Teopeme 3.3,Kopak 4:Igx(ng) <M - ny - -
Ca (') mmamo ny, — 1 — gfry) < £(ny) — 1. 3a noBossHO Benuko K, g(ny) < 1, na:
g(np)—-1
IR(nk)SM * Nk — <0

Kontpanukimja ca Ig(ny) > 1. [lakne, npeTrnocraBka je HetauHa, na moctoju N takBo 1a 3a cBe N > N Baxu
IR(n) =0 m

3.5Po6ycHocT ycii0Ba

Jlema 3.5 PoGycHOCT yc/i0Ba KPUTHYHE CJI0KEHOCTH).

Heka uu3 mpexa {G,} 3a10B0oJbaBa yCciioB jake KPUTHYHE CI0KEHOCTH C¢a JOKOM rpanunoM g(n), Tj.:
n)(logn

Maozmmnnmm%@§¥§ﬁi3:w

Heka je {G,'} npyru Hu3 mpexa (neprypbaruja) urju MuHuMantu ctenex 8'(Gn’) 3amoBosbaBa:

16"(Gy") = g(n)l < &(n), rae je &(n) = o(g(n)).

Tana un3 {G,'} Takole 3a10B0/baBa YCIIOB jaKe KPUTHYHE CIOKEHOCT U Ca HCTUM OCHOBHUM aCHMITTOTCKUM

cBojcrBuma (mpema Jlemu 3.1).

Joka3 1 (IlupeKTHA aCHMITOTCKA aHAJIN3A):

U3 npernocraBke umMamo 8'(G,") = g(n) —&(n). [Momrro je €(n) = 0(g(n)),3a T0OBOJBHO BEIUKO N BasKH:

1 e s 1 1
g(n) =7 g(n). Taxa: §'(Gy") 2 9(N) —7 9(n) =3 9(n).

'(n)(logn) 1
g m(dogn) 1 limger) ga(logn) _
n 2 n
Hakie, {G,'} 3a10BOJbaBa jaKy KPUTHYHY CIIOKCHOCT ca TOWOM IpaHuiioM g'(n). m

1
Heka je g'(n) = 2 g(n). Tama 8'(Gy") = g'(N) u limg,

Hoxa3s 2 (Ilpexo orpaHuYema 0THOCA):

et ) &' (Gp) - 1 s(n)< ( )<l+s(n)
euaummmo r(n) = . M3 mpermocraske cienn: 1 ———<r(n) <1 +——.
gm) g(n) g(m)
e(n 8'(Gl)(logn) n)(logn
Kako ﬁ — 0, umamo limg,_, .3 r(n) = 1. Taza: (H)Tg =r(n) - %
g(m)(log n)
[Momwro r(n) — 1wu % TPOHMSBOM TEXH Y . ]

Joka3 3 (Ilpexo TeopemMe 0 TpU HU3A):
Pa3morpumo Hu30Be:
_g(m)(logn)
n n ’
_€(n)(logn)
= " ,
_ 8'(Gf)(log n)

n

n
n
I[To mpernocrasuy, a, — © u b, = 0@,) (jep €(n) = o(g(n)). 3uamo xa |c, — a,| < by,. [Ipema Teopemu o
TpH HU3a: Kako a, — b, — o u a,+ b, — 0, a ¢, je w3mehy wux, ciequ ¢, — . To je ynpaBo ycioB jake
KpUTHYHE ciiokeHoctH 3a {G,'}. m

Hoxa3 4 (Ilpexo eKBUBAJIEHIMje ACHMIITOTCKUX Pel0Ba):



U3 npernocraBke umamo aa je €(N) = o(g(n)).Oso 3Hauu 1a noctoju pyukuuja n(n) taksa ga je €(n) = n(n)
g(n) u n(n) — 0 xax N — oo. Taga ce MUHUMAJHU CTEHCH MEPTYpOMPaHE MPEKE MOXKE IMHCATH Kao:

6'(Gn') = g(n) + 0, &(n) = g(n)(1 +$n n(n)), )
rae je |0,] < 1. Kako je n(n) — 0, 3a 1oBoJbHO Bemmko N Baxu |0, n(N)| <E’ maje 1l +0, n(n) > >
1
Haxne, 8'(Gy) 275 9(n).
’(Gﬁ)(lt)g m 1 gmdogm)

Cana pagyHamo:

g(n) (log n)
Kako mo mpermnocraBiu T — 00, JIECHA CTpaHa TeXH y OCCKOHA4HO, a Taja M jeBa. [Ipema Tome,
_ 8'(Gp)(log n)
llm{n—)oo} - =%,

n
wto 3Hauu qa Hu3 {Gy,'} 3a70BosbaBa yCII0B jake KpUTHYHE CiI0KeHOCTH. OBaj 10Ka3 eKCIUTHIUTHO KOPUCTH

O-HoTanujy W Nokasyje Ja Hy nepTypOaliyja Koja je 3aHeMapJbliBa, y OJHOCY Ha TJIaBHH 4YIaH, HE MeHha
ACHMIITOTCKO TOHAIIAE. M

3.6 Kpurepujymu 3a jaky KpUTHYHY CJIOKEHOCT
Jlema 3.6 (Kputepujymu jaku KpUTHYHH cJIoKkeHOCTH). JI0BOJbHY yCiioBH 1a HU3 Mpexa {Gy,} 3a10B0osbH

1
yenos (%) u3 Teopeme 3.3 (1. limgy, oo [M] - ) oy

* 5(60) 2 1) mae e () = (o) .
d(n) logn

f(n) log n

* G, je d(n)-perynapaH, rae

* 8(G,) = C - n 3a Heky koncrauty C > O (muHeapHH pacT).

Jokas 1 (U3 nepununuje (K)):
, g(n)(logn) : f(n) logn
Yenos () je limg, o) [T] = o0. Ako je 8(G,) = f(n) ca T, % MOIIM CMO yseTH g(n) =

f(n) u ycioB je 3amoBosbeH. To je AUpeKTHO U3 AeUHUIHjC. B

Hoxa3s 2 (Ilpexo cay4yajuux rpadoBa ca rycTuM Be3ama):
1
PasmoTtpumo Hu3 ciyuajuux rpadosa G(n, p) ca p = p(n) takBom ma p = (0(@). [lo3naru pesynraru o

KOHIICHTPAIMj MUHUMAJHOT cTeneHa [4, 14] mokasyjy aa ako p-nN — oo, oHaa 3a cBako € > 0, aCHMITOTCKH

1
ckopo curypHo Baxu 8(G) > (1-€) np > (1-<)-n-p. Kako u3 p = m(log n) creau p - — 00, TO N*P — ©

n
logn
opxxe ox log n. Tlpema Tome, 8(G) > C:n-p 3a Heky koncranty C > 0 3a moBosbHO Benmko N. Tama
8(G)(ogn) | . | o

N > C-p-log n — oo, jep p-log N — o o aedununuju p = m(logn
OHH ca JIOBOJEHO BUCOKOM BepoBaTHOhOM Be3e, 3a10B0JbaBajy ycuos (% ). m

). Jaxuie ciyyajuu rpadosu,

Joka3 3 (KOHCTPYKTHBHM NPUMEPH):

logn
ExcrmiuTHe KOHCTpYKIMje Kao mTo ¢y kommerHu rpadosu K, umajy 8(K,) = n-1 Tana 8(K,,) ( ﬁ ) ~

log n)

log N — co. Cinuno, komMmieTHH OunaptutHu rpadosu K, ny uMajy 6 = n, ma je o - = log n— .

Jlaksie, OBe EKCIUTUIIUTHE KJIace 3370B0JbaBajy yCJIOB. M

Hoxka3s 4 (Ilpexo Be3e ca MPOCEYHNUM CTEIIEHOM):

Heka je d(G,) mpoceyan crenen mpexe Gy,. [To3nara Hejeqnakoct 8(G,) < d(G,) yBek Baku. AKO J0JaTHO

HPETIIOCTABUMO JIa j€ pa3iiuKa u3Mel)y MUHUMAITHOT U TpoceyHor ctenena orpannyieHa (d(G,) < K 8(G,) 3a
9



logn logn
(log )—>OOI/IMHJ'II/ILII/Ipa 8(Gn)( gn)

_ d(logn) : : .
perynapse rpadose o = d, na je T0BOJBHO Ja Tg—> oo, OBaj I0Ka3 MoKasyje /1a Cy ¥ OHH KPUTEPHjyMHU

neky koncrauty K), onga ycios d(G,) — oo, [ToceOHO, Baxku 3a

34CHOBAHH HA MPOCCYHOM CTCIICHY TaKObe KOpHUCHHU. W

4. METPUKA HY’ KHOCTH
OBO KpaTKo NOriaBsbe TpeTupa GopMaiHy Ie(UHHULIN]Y O OCHOBHA CBOjCTBA METpHKE HY)HOCTH. Ilornassse
CMO HM3/IBOjWJIN Kao 3ace0HO 300T" BberoBe BaKHOCTH 3a CaM I10jaM METPUKE HY>KHOCTH.

4.1 ®opmasiHa JepHMIHja MeTPUKE HY>KHOCTH
Jepununuja 4.1 Merpuka HykHocTH). 3a penanujy R y penanuonoj mpexu G neuHUIIEMO MEpy BeHE
crpykrypae Hyx)Hoctd N(R) kao:
IR(H)

N(R) = 1 - limsupg, _5 o) ( )
rae je Ig(n) 6poj Hapymiewa penanuje R y Mpesku ca N 4BopoBa.
Huryunuja: Mepa N(R) kBanTuduKyje oHaj CTeNeH 0 KOra je Heka peanuja R HeomxoHa 3a oipikaBame
KOH3HCTEHIHje Mpexe. Bpeanoct 1 03HauaBa NOTIYHY CTPYKTYPHY HYXKHOCT (CBa HapylIeHa aCUMITOTCKH
HecTajy), Bpeanoct O 03HaYaBa MOTIYHY OJCYTHOCT HY>KHOCTH.

4.2 OCHOBHA CBOjCTBA MeTPHUKeE HY’KHOCTH
Jlema 4.2 (CBojcTBa MeTpuke Hy:kHocTH). Mepa HyxuHoctr N(R) koja je nebunucana y lebununuju 4.1
3aJ]0BOJbaBa cieqeha cBojcTBa:

0 Peduaexcunoct: N(@) = 13a npasan ckyn penaunuja.

0 Monotonoct: Ako R; € R,, onaa N(Ry) > N(Ry).

0 TI'panmue: 3a cBaky penanujy R, 0S N(R) < 1.

0 MWuBapujanTHOCT Ha M30MoOp¢pu3amM: AKo nocToju usoMopduszam uzmehy mpexa G, G'

Koju mpeciukasa penanrjy R Ha R', onma N(R) = N(R").

Hoxka3 1 (PeduiekcuBHOCT):

3a R = @, nema Hapymema, na je Iy(n) = 03a ceako N. Taga lim supg, _5 m}% =0maN@=1-0=1m

Joka3 2 (MOHOTOHOCT):

Heka je R; € R,. Taga cBako Hapymeme penanuje Ry je nctoBpemeHo Hapyueme penanyje R, Onza je n
. Iz, 3 () Iig,}(n) Iz, 3(0)

Ig,3(n) < Ig,y(N) 3a cBako N, ma lim sup ——— (s } <lim upL Opatnie N(Ry) =1 - lim Sup&

Iig,}(n)
n

1-lim sup =N(Rz). m

Joka3 3 (I'panune):

Ir(n
ITo neduuuuju, Ig(n) > 0, ma je onma lim sup R( > 0u N(R) < 1. Crako HapyIieme 3axTeBa 0ap jenan

objexar (uBop miu uBHILY), ma je Ig(n) < N 3a Hapyuiema Ha yBopoBuMa, win Ig(n) < 3a Hapyllema

Ir(n
Ha WBHUIIaMa. Y CBaKoM ciy4ajy, lim sup R(D) <1, maje N(R)>0. Takie, 0SN(R)<1 m

Joka3 4 (AuBapujaHTHOCT Ha U30Moppu3zam):
H3omopduzam ovyBaBa CTpyKTypy Hapylliema: HeKl o0jekar HapylaBa R ako u caMo ako U mberosa Cimka
Hapymasa R'. Crora je Iz(n) = I{R:}(n) 3a cBako N, ma cy u lim sup u N jenqHaku. m

Joka3 5 (AnTepHATHBHH JI0Ka3 32 MOHOTOHOCT MPEKO CKYNOBHE HHKJIY3Hje):
10



Ckyn Hapymemwa penanuje R, je moackyn ckyma Hapyuema penanuje R,. [Ipema Tome, KapakTepucTudHe
¢ynxnuje Hapymema 3a1080sbaBajy X 3(X) < Xg,3(X) 3a cBaku objexar X, 10K IPOCEK 110 YBOPOBUMA OBY
HejeHakoCT Hacnehyje, a 3atum u limes superior, mto maje N(R;) > N(R). m

Jloka3 6 (AnTepHATHBHH 10Ka3 32 rPaHHIlE PEKO HOPMAIH3aIHje):

Moryhe je nedunucaru Hopmanuzosany metpuky N'(R) = (N(R) - min)/(max - min), rae min u max jecy
Mmoryhe BpeIHOCTH 3a JaTH TUN penaruje. Melhytum, u3 oBe aepunuimje aupektHo cieau aa je N(R) ysek
y [0,1], na je HOpManH3aIyja TpUBHjAIHA. W

5. YHUBEP3AJIHOCT IPUMEHE

OBO, M3y3€THO Ba)XXKHO, MOIJIABJbE MOKa3yje U 10Ka3yje YHYBEP3aJIHOCT IPUMEHE CTPYKTYpHE HYKHOCTH.

5.1Teopema yHuBep3a/iHe NpUMeHe
Teopema 5.1 (YHuBep3a/iHa MPUMeHA — NOCIeIULA CTPYKTYPHE HY’KHOCTH).
Hexka je C kimaca perannoHuX Mpexa 3a Kojy Baxe cieaehn ycioBu:
1. Jaka KpuTHYHA CJI0KeHOCT: 3a cBaku Hu3 Mpexa {G,} y C mocroju dynkiuja g(n) u To Takea jaa
g(n)(log n)
—] - o
. . n . .
2. Jlokaana craduunoct: Ce penanuje R koje ce pasmatpajy Ha mpexkama u3 C 3a10B0JbaBajy yCioB
nokanue ctabunHoctu (lepunuimja 2.4)ca yuuhopMHO orpaHHYeHUM KOHCTaHTaMa Cy.
3. T'no6anna mponaramuja: Cse TakBe penanuje R 3a10BosbaBajy ycioB riobdanse nponaranuje (ded.

. )
log n logn”
Tana 3a cBaky mpexy G u3 C u cBaky penaunjy R koja 3amoBosbaBa ropme ycnose (2) u (3), Mopa BakuTH
na je mepa Hyx)xHoctd N(R) = 1, Tj. Mpexa je CTpyKTYpHO KOH3UCTEHTHA y OjiHOCY Ha R.

je muanmanau crened 8(Gy,) = g(n) u limg, |, o

2.5) ca koncranrom K> 0 u ¢ynkiijom pacra f(n) = Q( ) (cranmapauau caydaj f(n) =

Hoxa3 1 (Iupexran u3 Teopeme 3.3):
3a naty mpexy G u3 C u penanmjy R, npetniocraBke Teopeme 3.3 cy 3anoBosseHe. [Ipema Teopemu 3.3,G

Ir(n
je CTPYKTYpHO KOH3HCTEHTHA y ojHOCy Ha R, mrro mo Jlepununuju 2.2 31aun lim supg,_, ) RI(I ) =0.U3
Hebununmje 4.1mepe nyxuoctr cienu N(R) =1-0=1m
Joka3 2 (KoHTpagukuujom):
Ir(n
IMpernoctaBumo na mocroju Mpexa G y C u penanuja R taksa n1a N(R) < L Tazma lim sup R() > 0, TaKo

na noctoju € > Ou Oeckonauan Hu3 Ny ca Ix(ng) / ny > €. M3 ycnosa riobanHe npomnaraiuje, 3a T0BOJBHO

BeNuKko Ny, umahemo Ix(ny) > K- .. Kao y nokasy Teopeme 3.3,0B0 10BOJM 10 KOHTpaIUKLHje ca

log nik
YCIIOBOM jaKe KPUTHYHE CIIOKEHOCTH U JoKanHe ctabunHoctu. [lakie, N(R) mopa 6utu 1. m

Hoka3 3 (IIpexo MeTPUUYKHX OCOOUHA):
Ir(n)

VYcnoBu TeopeMe rapaHryjy CTPYKTypHY KOH3UCTEHIHjY, Tj. lim sup = 0. Mepa nyxuoctu N(R) je

nedunucana kao 1 munyc taj lim sup, na je N(R) = 1 OBo je aupektHa Be3a neduuungja. W
Hamomena. Teopema 5.1 noka3yje 1a CTpyKTypHa HY)KHOCT Ba)KH 3a YHTaBe KJlace Mpeka, ajli HheHa Jajba
NpHMeHa 3aXTeBa Jia ce 3a KOHKPETHY KJIacy MpoBepe Ja JIM 3aicTa 3a70B0oJbaBa CBE TpH npetnocraBke. OBo
HHje YBEK TPUBHjaAIIHO, Al 32 MHOTe MPUPOJHE Kiiace (HIp. KOMIUIETHU rpadoBH, IyCTH ciydajHu rpadoBy,
perynapuu rpagoBu ca 6p30 pacTyhrM cTereHOM) OBE MPETIIOCTABKE MOT'Y OMTH IPOBEPEHE.

5.2 KBaHTHTATHBHA HY’KHOCT
Mocnennua 5.2 (KBanTutatuBHa Hy:kHocT). Heka ximaca mpeka C 3amoBosbaBa ycioBe Teopeme 5.1.
Tana Bake cnenehe KBaHTUTATUBHE MPOIICHE OP3UHE KOHBEPTEHIIH]E:
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1. ExcrnioHeHUHjaaHa KOHBepreHmuja: Ako nogatao Baxu 6(G,) = C - n3a Heky koncranty C > 0
(muHeapHa rycTHHA), OHAA MOCTOju KoHCcTaHTa C > Otakea ma 1-N(R)=0(e—cn).

2. CynepnoanHomujanHa kouBeprenuuja: [Tog ocHoBruM ycinoBom g(n) log n / n— oo, je u Op3uHa
KOHBEPTEHIIHj€ CYMePIIOIMHOMU]jaHa, Tj. 32 cBako K > 0 Baxxu 1-N(R)=0(n—k).

Joka3 1 (EkcroHeHIHjaJIHA KOHBepreHIHja — IIIaBHHU J10KAa3):
2

[MpernocraBumo 8(Gy,) = C - n.Taxna je ykynan 6poj usuna |[E,| > C n? Maxkcumanan moryhu O6poj mBua
n(n-1) n?
2 2
. 1. ¢ , (1-C
fere -3 0 = (-

. W3 yokanHe cTaOMIIHOCTH, CBAaKO Hapyliewme oHeMoryhaBa Oap jeaHy Be3dy, Ma je oHaa OBaj Opoj

Q

je . Jakne, 6poj Hemocrajyhnx Besa (ykibyuyjyhu oHemoryheHe ycien Hapyllemha) HajBHUILC

) -n?. U3 rmobanse nporaraiyje, aKko 1moctoju Hapymemwe, onaga Ix(n) > K-
n

logn

Ig(n) K n )
> — . —. Anum ykynaH Opoj oHemoryheHux Be3a He Ou Morao npehu
M M logn

onemoryhenux Beza B(n) >

==

1-C
yKymaH 0poj Henoctajyhux Besa: <B(n) < (T) - n”. 3a I0BOJbHO BETHKO N, TO je memoryhe

logn

n M 1-C
Jep neBa cTpaHa pacTe Kao , a iecHa kao n%. KoukpetHo, nenehu ca n? no6ujamo — ( )
logn n—-logn 2

3a n — oo, neBa crpana Texu 0, ma HejeTHAKOCT He BaXKH 3a JOBOJHHO BEIHKO N. /lakie, He MOXe MOCTOjaTH
HapyIIekE 3a JJ0BOJBHO Bennko N. OBo umrunimpa faa noctoju N takso aa 3a N > N Baxku Ix(n) = 0, mro je
jade o1 eKCTIOHECHIINjaTHOT OMaiamka. Y ONIITHjeM CIIydajy, aKo JaTa pealyja J03BoJhaBa Majla HapylIema,
aHaJM3a Jlaje eKCIIOHEHIIMjaJHy TpaHully. i

Joka3 2 (EKcrioHeHIHja/IHA KOHBepreHuuja — npexo Yeprnodose rpanuie):

MogenyjMo MojaBy Hapyllema, Ha CBAaKOM IMOTEHIMjaJTHOM MeCTy, kao bepHynujeBy npoMeHsbuBY X; Koja
je ca BepoBarHOohoM Pp;. JlokanHa ctabunHOCT 1 TIo0aTHa mpomaraiyja OrpaHudaBajy 3aBUCHOCT M TIPYkKajy
JOBY TPAHUILY 3a Pj aKO MOCTOjH HapyIIeHwke. AN YCIIOB JIMHEApHE TYCTHHE 3HAYH J1a j€ MpocTop Moryhux
KOH(UTypaluuja Mpexe eKkcTpeMHo orpanndeH. OHjga npuMmenoM YepHodoBe rpaHHLe 3a CBE Cl1abo 3aBUCHE
NpOMEHJbUBE, 100ujaMo J1a je BepoBatHoha na Ix(n) mpemamiu ukakBy (UKCHY TPaHUILy €KCIOHCHIIHjaTHO
Maya. |

Joka3 3 (CynepnoJiMHOMUjaTHA KOHBEPreHINja — MPEeKO KOHUEeHTPaIuje):

W3 nokasza Teopeme 3.3 (10ce6GHO MPUMEHOM KOHIIEHTPALMOHKX HEjeTHAKOCTH), T00Hja ce 1a 3a CBaKo & >

P(Ii(n) > &) < 2expt- ce2n

Y™

— 00, TOpHAa I'paHULA omajaa Opxe o1 OMII0 KOT

0 mocToju koHcTaHTa C > OTakBa Aa

rae y(n) monako pacte (amp. y(n) = log n). Kako

Y(n)

nonuHOMa y N. To 6u 3Haummo fa 3a cBako K > 0 moctoju N takBo 1a 3a N > N Baxku P

(IR(n) > 8) < n{_k}.

Ir(n)
n

IMomro je 1 - N(R) = lim sup , oBo mmruaimpa 1 - N(R) = o8, m

Joka3 4 (CynepnoJiMHOMHUjajTHA KOHBEPTeHIHja — THPeKTHO u3 Aoka3a Teopeme 3.3):

W3 nejennaunna y nokasy Teopeme 3.3 mobujamo aa ako Igx(n) Huje 0(N), onaa gonas3u U 10 KOHTPAJAUKIIH]E

(log n)

_— )’ a
n

ca ycioBom g(n) — oo. KBanTHTaTHBHMja aHanu3a mokasyje na 6u Igx(n) mopamno Gutu O

n
(l

ogn
sarpaso u 0(nt1~%) 3a cBako & > 0.0Bo AMPEKTHO Aaje CyNEPHOTHHOMUjATHH Maj. W

5.3Kapakrepu3zanuja npuMeH/bUBUX MpeKa
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Jlema 5.3 ([Ipumepu Mpe:ka Koje 3a10Bo/baBajy yciioBe Teopeme 5.1).
Crneznehe kiace Mpexa 3a10B0JbaBajy yCIIOB jake KpuTHuHe cioxeHoctu u3 Teopeme 5.1 (1j. 8(G,) = g(n) ca
. gn)(logn)
limg ) [Em =] = o)
1. Kommiaerne mpexe K.
* Kpurepujym: {G,} = {K,} (Hu3 xommieTHux rpaosa).
[8(Kn)-logn] _[(n—1)logn]

Jloka3s: 3a K, Baxu 6(K,) = n-1.Taga " = " ~log n— oo, na je Ty

3aJI0BOJBCH YCJIOB jaKke KPUTHYHE CI0KEHOCTH. 3a Omito kojy penannjy R nedpununcany nag K,
KOja JI0JIATHO 33/I0BOJbaBa YCIIOBE JIOKATHE CTAOMIHOCTH ¥ TJI00aiHe mpornaraiuje (Moxe ce u
npoBeputH 3a KoHKpeTHY R), Teopema 5.1rapanryje N(R) = 1. m

2. Peryaapne mpe:ke ca 6p30 pactyhum creneHom.

. d(n)(log n)
* Kpurepujym: {G,} je uu3 d(n)-perynapuux rpadosa, rpe ————————— — 0.
: d(m)(logn) . .
Jloka3: [Ipema nedununuju, 6(G,) = d(n). Ycinos . % YOpaeo jecTe ycios jake

KPUTHYHE CIIOKEHOCTH. Jlakie, 3a TakBe Mpeke u penandje R ca moTpeOHUM CBOjCTBHMA, BaXH
Teopema 5.1.m

3. Cayuajuu rpadgosu G(n, p) ca BucokoM BepoBaTHOhOM Be3e.
logn

).
n
* Toka3: 3a G(n, p) ca p-N — o, mo3Hato je aa 8(G,) ~ N- PaCUMITOTCKU CKOPO CUT'ypHO. Tas je
[0(Gp)logn] / n ~ p-log n— 0. TIpema TOME, YCIIOB jake KPUTUYHE CIIOKCHOCTH j€ 3a10BOJbEH,
a y3 JlojlaTak Jia penanyje R uMajy cBojcTBa cTaOMIHOCTH M mpormnaranmje, a Teopema 5.1moctaje
NpUMEHHBA. B
4. Mpe:ke MaJIOT CBeTa €A KOHTPOJIMCAHOM MHUHMUMAJTHUM CTENEHOM.
Kpurepujym: Monen mpesxe manor ceta (Hnp. Barc-Crpora) [19], rae ce mapameTap peniema
K unu BepoBatHOha mpeycMmepaBama P Oupa Tako aa Ty pe3ynryjyhu munumanau creneH 6(Gy,)
8(Gp)(log n)
——— N0 ¢)

n
* Kpurepujym: p = p(n) Taksa aa p- @ — oo (1j.p = (0(

3aJ0BOJbaBa

n
Jloka3: Y Barc-Crporan mozeny [19], noyerna pemrerka je K-perynapaa. Hakon npeycmepema,
. : K(log n) :

MuHUManHu ctenel ocraje K. Ako je K Takas ga Y 00, OHAA j€ YCJIOB 3a/I0BOJbEH.

3a ocTase mozene major cBera (Hrp. bapabaru-AnbGepT), cTeneH pacte JOrapuTaMCcKy, a OHZa
YCIIOB HUj€ 3aJ10BOJbEH. Jlakiie, caMo MOJEIH ca KOHTPOJIMCAHOM MUHHMATHOM T'YCTHHOM MOTY
3aJI0BOJBUTH YCJIOB. W

5. I'yeru ekcnanjep rpadosu.

Kpurepujym: {G,} je Hu3 ekcranaep rpadoBa ca KOHCTAHTHOM CITPOBOAHOIINY U MUHUMATHUM

creneoM 8(G,) = C - n3a Heky koncrauty C > 0.

8(Gn)(logn) _
n

Jloka3: Axo 8(G,) > C - n,onaa > C - log n— o0. JTakie, yCIIOB jake KPUTHYHE

CJIO’KEHOCTH Mopa OUTH 3aJJ0BOJbEeH. Ekcrianiepy umajy jake ocoOMHe MOBE3aHOCTH KOje YeCTO U
OJIAKIIIAaBajy MPOBEPY JOKATHE CTAOMIHOCTH U TII00aTHE Mponaramnyje.

6. AINIMKAIIUOHU OKBUP CA 1OKASUMA U IPUMEPUMA
VY oBoM nornasiby pazMoTpuhemMo Moryhe npuMeHe CTPyKTYpHE HY>KHOCTH U JOKa3aTH YHHUBEP3aJTHOCT KOA
MPUMEHE Ha MPEXHO MOJIEJIOBakE Pa3HUX NMpodiema.

6.1 OnmTu MeTo NPpUMEeHe
3a npumeny Teopuje cTPYKTypHe HYKHOCTHM Ha KOHKpETHE Tpobieme, mpernopyuyje ce cieachu onmmTu

OKBUD:
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1. MopnenoBame: dopmanuzoBaru mpobiem kao penannony mpexy G = (V, E, R). Usoposu V oBne
NpeCTaBIbajy 00jeKTe WIn eHTUTeTe Mpodiaema, uBHIe E mpencraBibajy Be3e WiIM HHTEpaKIHje, JOK
penammje R xoaupajy orpaHHUYeHa WIH yCI0Be Koje mpo0ieM Mopa Ja 3aJ0BOJbH.

2. Bepuduxanuja ycaona: [IpoBepuru na i koHCTpyncaHa Mpexa G 3a10BoJpaBa CBE MPETIIOCTABKE

Teopeme 5.1:
3. KputunuHna caoxkenoct: [la mu munumanau cteneH 6(G,) pacte J0BOJbHO Op30 J1a BaXH:
8(Gp)(logn
limg o [%] = o7

4. Jlokaana crabuaHoct: Jla mu 3a peneBaHTHy penanujy R mocToju konayna koHctanTa Cp TakBa na
CBaKoO Hapyliewe orpannuana Hajsuiie Cg Besa ([ed. 2.4)?
5. I'nobasna mponaraumja: Jla mu nmoctoju koHnctanta K > 0 TakBa Jja aKko MOCTOjU HapyIIeHe, OHIA

3a Benuko N (ed. 2.5)?

opoj Ir(n 0 K-
B1Ix0B 0poj Ig(N) pacre Gap kao log n

6. AHaam3a HY:KHOCTH. AKO Cy CBH TPH YCIJIOBa 3a/10BOJbeHH, U3 Teopeme 5.1 nupekTHO cieau na je
mepa nyxnoctd N(R) = 1.
Bakspyuak: N(R) = 1 ummmupa na je penanuja R ctpykTypHO Hy)Ha y Mpexu G, OTHOCHO Jia He TTOCTOje
KOHTpanpumepu (Hapyliema) jep He MOTy ONCTaTH acUMITOTCKH. OBO pelllaBa OpUrHHATIHU MPOOIEM U TO Y
CMHUCITY JOKa3MBamka HEMOTYNHOCTH KOHTparpumepa.

6.2 Kputepujymu npuMeH/bUBOCTH
Kmbyunu xopak y annukanyju je Bepudukanuja ycnosa u3z Teopeme 5.1.Crnene HeKr KOPUCHU CMEPHHIIE U
KpUTEPH]jYMHU:
Kputepujym 6.2.1 Pacryha rycruna Be3se). [Ipo6iemu Koju ce MOTY MOZAEIMPATH Ka0 OHE MPEke ca Op30
pactyhium MuHuManHuM ctenieHoM 8(Gy,). OBaj KpUTEPHjyM je Y4eCTO 3a10BOJBEH Y-
0 KoMOMHATOpHHM cHCTEeMHMa ca TYCTHM OrpaHWYemuMa (HIp. KOMIUIETHH rpadoBU
OrpaHuYeHa, TyCTH ClydajHu rpadoBn).
0 IIpodnemuma rae ce 6poj MHTepaKnHja/orpaHuYehba YMHOKaBa ca MOpPacToM Gpoja
e€HTHUTeTA.
Kputepujym 6.2.2 (Tokamna craduiaHocT). [IpobieMu Koa KOjUX Hapylliermha OrpaHHuCHha UMajy JTOKATHO
orpanuueH edexar. @opManHo, ako MOCTOjU ancoiyTHa KoHcTaHTa C TakBa /1a CBaKO HapyllEHhe YTHUE WIN
»0mokupa" Ha HajBuie C apyrux objexata wiu Beza. OBO BaXKu 3a!
0 Jlornuke ¢opmysie y KOHjyHKTUBHOj HOpMaHoj popmu (CNF) — Hapymiewe jeane ox
KJlay3a yTHYe CaMO Ha IPOMEHJBHBE y TOj KIIay3H.
0 CucreMe JIMHEAPHHUX jeJHAYMHA — je/IHA TPEUIKa Yy jeHAYHHU YTHUYE HAa MIPOMEHIJbUBE
KOje ce Y 10j TI0jaBJbyjy, a HE Ha JpyTe.
0 MopaynapHe cucreme ca jacHUM HHTep(dejcuma.
Kputepujym 6.2.3 {106anna nponarauuja). [IpoGiemu ko[ KOjUX Hapyllewma UMajy TCHACHIHU]Y Aa ce
HE JIOKaNu3yjy, Beh nma ce mpommpe kpo3 cucteM. OBaj yCIIOB je HajTeXH 3a MPOBEPY U YECTO 3aXTeBa MaJlo
ny0Jby aHANHM3Y NMHAMHKE cucTeMa. MoXe ce pa3MOTPHUTH KO
0 CucreMa ca jakuM KacKagHUM e(eKTHMA WIN TO3UTUBHOM TIOBPATHOM CIIPETOM.
0 IIpoGJsema rae HeMOTHYHOCT jeHOT /IeJla CHCTeMAa JOTHYKH 3aXTeBa H HEMOTIIYHOCT
MHOTHX JIPYTHX /1eJ10Ba (HIIp. MpoOJieMHU MOTITYHOT MOKJIanama, 000jermba).

6.3nycTpaTHBHU NPpUMEPHU NMPUMEHe

IMpumep 6.3.1 {Ipo6.JieM 3a10BO/LMBOCTH Y TYCTHM cJyuajuuM gopmyaama - SAT).

Pasmotpumo mpobiiem SAT 3a cinyuajue popmyne y CNF ca m = An knay3a, T1e je A KOHCTaHTa TYCTHHE.
Moxemo MoaenoBatu GopMyiIy Kao Mpexy I/ie€ YBOPOBHU IPEICTABIbajy NIPOMEHIBHBE, a UBULE 33j€HUYKO
y4EeCTBOBam€ y Kjlay3aMa. 3a BEIMKO A, 0Baj rpag mocTaje BeoMma I'yCT, IITO U yKa3yje Ha Moryhy KpuTuuHy
ciio’keHoCT. JIokanHa cTaOMITHOCT je 3a7l0BOJbEHA: HEyCIeX Kilay3e YTHYe CaMO Ha OHE MPOMEHJBUBE Y HO].
[Mutame rnobanHe mpomaraimje jecte JOCTa CIOXKEHHje W Be3aHO 3a ¢eHOMeH (ha3HOT mpenasza y ciaydajHuM
¢dbopmynama. OBa aHanoOrHja MoKaszyje Kako ce KiacudaH MpobjaeM MOKe CTaBUTH y OKBHP TEOpHje, aJld jOII
U MCTHUYE J1a je IPOBepa yCI0Ba HETPUBHjAIHA U IIPEMET JaJbel HCTPAKUBaba.

IMpumep 6.3.2 {Ipo6JieM nocrojama nepeKTHUX NMOKIANAKA Y TYCTHM rpagoBuma).
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n
[To3nara Teopema (XajanoBu) kaxe na rpad ca MunuManHuM crereHom 8(G) > 2 Mopa nmarn nephexkTHO

MoKJIaname. Y HallleM OKBUPY, penainyja R je ,cBaku yBop Mopa Outn ynapeH'. Hapyieme jecTe HecrapeH
yBop. Jlako ce BUaM JI0KallHa CTAaOMIIHOCT. HecTIapeH YBOp OJ10KHpa MOTYhHOCT criapuBama 3a cede 1 MOXKe
OrPaHUYHTH OIIH]je 32 cycesie. YCIOB KPUTHYHE CIIOKEHOCTH je 33710BoJbeH Kaja je 8(G) mponopiuoHanan
Nn. I'moGasiHa npomnaranyja ce orjiena y ToMe ITO Majid Opoj HECIIApEeHUX YBOPOBA MOKE MOTIYHO CIPEUYUTH
MIOCTOjambe NOTIYHOT MOKJanamwa y 1ueioMm rpady. OBakas IpUCTyN HyAU jeJHY aITEpPHATHBHY, CTPYKTYPHY
NEePCHEeKTHBY Ha KJIacH4aH KOMOMHATOPHU pe3yJITar.

Ipumep 6.3.3 MonenoBame npodaemMa THCTPUOYIHje POCTHX OGpojeBa).

Moryhe je KOHCTpyHCaTH MpEXY TIe Cy YBOPOBH IeJIM OPOjeBH, a pealrje KOAUPajy Be3e Kao: , pasiuka je
jennaka K" win ,,cy npoctu 6auzanuu”. [IpobiaeM moctojamba OECKOHAYHO MHOTO MPOCTUX OJIM3aHAId OBJIC
MOCTaje MHUTakE MOCTOjarba OECKOHAYHO MHOTO ,,aKTUBHHX' 4YBOpOBa y Mpexku. Mehyrum, mposepa yciosa
Teopeme 5.13a oBako nepuHHCAHY MPEXKY je M3y3€THO TEUIKa U 0TBOpeH npobieM. OBaj mpuMep mokasyje
rpaHMIe TPUMEHE: HaKO je MoJIeIoBamke Moryhe, mpuMeHa TllaBHe TeopeMe HHje ayTOMaTCKa.

6.4 Teopema YHHBEP3aJHOT MO/IeJIOBamka MP00GJieMa Kao Mpeke

Teopema 6.4 (YHHBep3aJIHO MPEKHO MO/I€JI0BaK-€ MPODIeMa).

3a cBaku maremarnuku npobdsem Il tuma ,na m 3a cBaku objekar t y ckyny T mocToju koHdurypanuja a 'y
nomeny A™ TakBa ma Baxku pernandja R(t, a)?" mocroju koHcTpykimja penannone mpeske G(IT) taksa aa je
IT Tauan ako u camo ako G(IT) Hema MOTMYHUX pyTIa.

Joka3 1 (IlupeKkTHA KOHCTPYKIMja):

Heka je I1 = (T, A, n, R)rze je R moackym on T x A™. lepunumemo G(IT) = (V, E, R) Ha cnenehu HaumH:
Ygoposu:

0 Vyp={v;:tyT} (uBopoBH-LIIIbECBN)
0 Vs ={w, :ayA"} (uBopoBu-pelIcHa)
0 Vc={c,:tyT, ayA"} (xorexropn)
o V= VT U Vs U VC
HNBune:
0 El={(vi,cta) :tyT, ayA"}
0 E2={(cta,w,):tyT,ayA"}
o E=El1UE2
Penanmuje:

0 Ryuke(cra) = TAUHO ako u camo ako R(t, a) Baxu

0 Ryokr(ve) = TAUHO axo m camo aKo noctoju a TakBo 1a je Ray(Cra) = TAUHO
JeduHuieMo MOTMyHy pyIly 3a YBOp V¢ Kao OHY CHTYyalHjy rjie 3a cBako a BakH R,y(cya) = HETAYHO.
Tana je I Tayan (cBako t uma Oap jemHo a ca R(t,a)) ako m camo ako HUjeaH V; HUje MOTIyHA pyIia, a TO
3HAYM J1a je KOHCTPYKIHja KOPEeKTHA. M
Hoka3 2 (KoncTpykuuja xuneprpada):
Konctpyumemo xuneprpad H(IT) = (Vy, Ey) ca:

0 Vg =T (4BOpOBH CYy IIHIJBCBH)

0 Ey ={e,:ayA"} (xunepusuue), raejee, = {ty T : R(t, a)}
3atum aepunuiemo G(II) nomaBameM KOPEHCKOT YBOpa I M Be3a:

0 (t ey)3acBakotye,

0 (e,, ) 3acBako a
VY 0BOj KOHCTPYKIMjH, TOTIYyHA pyna 3a { je kaja t HUje HU y jeIHOj XUIIEPUBUIIM €,, IITO jeé €KBUBAICHTHO
HerocTojamy a ca R(t,a). m
Hoxa3z 3 (Ilpeko Teopuje Moaesia):
Heka je P mpo6Gem u3 knace C. Konctpyumemo mpexy G(P) kaxo je y Jlokasy 1. Heka je T Teopuja npsor
pena xoja omucyje G(P). ITocmarpajmo ckyn cBux mojeina M koju 3a1oBosbaBajy T. AKko je P HeTauaHn oHja
noctoju t € T 3a koje He mocroju a ca R(t, a). Taxa je y ceakom Moaeny M, 4Bop V; MOTIyHA pyra.
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OO6paTtHo, ako je P tauan, onga y cBakoMm mozaeny M cBaku uBop vy uMa Oap jenHor cycena. Kako je kmaca
MOJIelIa eIEMEHTapHa, MIOCTOjakbe MOTIYHE PYIIe jecTe eIIEMEHTapHO CBOjCTBO. [IprMEHOM KOMITaKTHOCTH C€
noduja na je P Tauan ako u camo ako G(P) Hema MoTnyHUX pymna y CBUM OHHM MOJICINMA JOBOJFHO BEIIHKE
KapJUHAIHOCTH. W

HAIIOMEHA: OBa Teopema omnpapaaBa CTpaTerujy npeBolhema nmpodiema y Mpexy, IITO je TeMeJb Haler
Oynyher pana Ha HajmMawe 100mpobaema. Mehytum, na 6u ce u na G(II) mpumenunna Teopema cTpyKTypHE
HyxHoctH (5.1)u 3axsbyunno N(R)=1, HeonxoaHo je excruuiutHO npoBeputh aa iu G(I1) 3amoBosbaBa cBe
npernoctaBke Teopeme 5.1 KpUTHUHY CJI0KEHOCT, JIOKATHY CTA0MIHOCT U ri106aaHy nponaramujy. Te
MPETIOCTaBKE HUCY ayTOMAaTCKH 33/I0BOJbEHE CBAKOM KOHCTPYKIIM]OM; BbUXOBA MPOBEPA MPEACTaBba CaMy
CYIITHHY pUMEHe Teopuje. JleTasbHuje TeXHuUKe KOHCTpyKIHje naje Teopema 7.3y HapeIHOM IOTIIABIbY.
Jloka3 3 naje eKBUBAJICHIM]Y 32 MOJIeJa IOBOJHHO BEJIHKE KapIUHAIIHOCTH, 32 pa3nuky oj Jlokaza 1u 2 koju
11ajy MOTIYHY €KBUBAJICHIIH]Y.

7. YHUBEP3AJIHOCT NTIPEBOBEIHA ITPOBJIEMA Y MPEXE
OBo MOIJIaBJbe J1aje KOHAYHH CMHCA0 Pajy Y KOME ce OTJjie/ia MPaKTUYHA MPUMEHE METOJI0JIOTH]E Pa3BU]jCHE
n3 Teopuje CTpyKTYpHE HY)KHOCTH, OHE KOjy HaMepaBaMo TeCTHpaTH Ha HajMame 100mo3HaTux npobiema.

7.1YBoa u MOTHBaLMja

Kipyuno nurame Ha koje Teopuja cTpyKTypHe HY:KHOCTH MOpa JJaTH OJroBop jecte: [la 1 ce, i Kako, CBH
MaTeMaTHYK{ IPOOIEMHU MOTY TPEBECTH Y PETalliOHe MpPEXe U TO Ha HAYMH KOjU YyBa IbUXOBY CEMaHTHKY?
Osa cekiyja naje motBpaan oarosop kpo3 Teopemy yHuBep3ananor npesohema (YIIT), koja npencrasiba
TEOPETCKH TeMEJb LIeJIe METOI0JIOTHje.

7.2 Dopmanu3anuja npodjieMa u Mpeka
Nepununuja 7.2.1 Kaaca yHuBep3aiHO NPeBOAUBHX MP0oGieMa).
Heka je C xiaca npo6iema obnuka P = (T, A, n, R)rxze je:
* T npebGpojuB ckym ubeBa (targets),
* A npeGpojuB goMeH u3Bopa (Sources),
" N opupoaan 6poj (huKcHA TUMEH3H]ja pelieha),
* Runoxackym o T x A" (pexyp3uBHO npeOpojiBa penaimja).
HNuTtepnperammja: [Ipobaem P je Tauan ako Baxu:
3a cBako t u3 T, mocroju Bektop a u3 A™ takas na R(t, a).
Jepununuja 7.2.2 Penauuona Mmpe:xa 6e3 moTHyHHX pyna).
3a mpexy G = (V, E, R),ca o3nauenum noackynom Vy € V (Y4BOpOBH-IIMIBEBH), KAKEMO U J1a je Mpexa 0e3
HOTIYHHX pyIa ako 3a CBako V 'y Vp MOCTOjU myTama V — Uy — ... — Uy U TO TaKBa Jia Uy jeCTe YBOP THUIIA
»pelIemne” 1 CBe Be3e YK MyTame 3a70B0JbaBajy penanmje u3 R.

Nepununuja 7.2.3 KoHCTPYKTOP Mpexe).
Koncrpykrop je nzpauynssuBa Gpynknuja ®: C — M, rrue je M kiaca penanmoHnx Mpeska, TakBa Jia ce OIIC
®(P) edextuBHO rpaau us omnuca P.

7.3 Teopema ynuBep3aaHor npesohema (YIIT)
Teopema 7.3 (YuuBep3asno npeBoleme npodiema).
[Toctoju koHCcTpyKTOp @ 32 KiNacy C ca cnenehinm cBojcTBUMA.:
1. KopekrtHoct: P je Tauan ako u camo ako ®(P) Hema MoTmyHHX pyra.
2. EdextuBHocT koHcTpyKuuje: ®(P) ce rpaau y BpeMeHy MOJMHOMHjaTHOM y BenunyuHu omuca P (1
TO ako ¢y T 1 A KOHAYHHU ONMUCATH SKCILUTHLUTHO, WIIK y BEIMYMHH AJITOPUTMA KOJU UX TCHEPHUIIIE).
3. CrtpykrypHo ouyBame. Ako Pl ce nonmuHomujanHo peaykyje Ha P2, onga ce u ®(P1) peaykyje Ha
®(P2) mpemorithaBameM Koje TOIITYje pesaiuje.
4. O6patuBoct: [Toctoju korctpykrop W: M — C takas na je W(®(P)) ekBuBanenran P (y cmuciy
JIOTWYKE CKBUBAJICHIIHMjE TBphemba).
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Hoxa3 1 Teopeme 7.3 (IupeKTHA KOHCTPYKIHja):
Kouncrpykmmja 7.3.1:3a gatu npobiem P = (T, A, n, R), nepunucahemo ®g4;-(P) = (V, E, R)Ha cienchu
HAYKH:

Ygoposu:
0 Vg ={v;:tyT} (uBopoBU-1IUIBEBH)
0 Vs ={w, :ayA"} (uBopoBu-pemIcHa)
0 Vg={cya:tyT, ayA"} (koHexkropn)
o V=VruVsUV
J50:3701(H
0 El={(v{,ca):tyT,ayA"}
0 E2={(cta, wa):tyT, ayA"}
o E=EIUE2
Penanuje:

0 Ryke(cra) = TAUHO ako u camo ako R(t, a) Baxu y npobnemy P

0 Ryokr(ve) = TAUHO axo u camo aKo nocroju a TakBo 1a je Ry (€ea) = TAUHO
Jlema 7.3.1 KopextHocT KoHcTpyKIuje P gip).
3a mpatu pobsiem P = (T, A, n, R)u memy npuapyxkeny mpexy Pgi-(P) = (V, E, R)Baxu:
3acBakot € T, v; je mormyHa pyna (Tj. HeMa aKTHBaH MyT JI0 YBOpaA-PEIICHHa) AKO H CaMO aK0 He TOCTOjH
a € A" rakas nga R(t, a) Baxwu.
EKBHBAJICHTHO: V; HHj€ TIOTIyHA pyIia aK0 M ¢camMo aKo mocToju a € A" takas na R(t, a).

Hoxka3 1Jleme 7.3.1 (IupeKkTHA UMILIHKALHUjA):

(=) HpernocraBumo aa nocroju a € A™ takas ga R(t, a) Baxu y npobnemy P. Jlepunuumja koHCTpyKIHje
®4;r, TTOKa3Yje J1a je KOHEKTOP €y, A0AAT y cKyn yBopoBa Vc. Jlebunnnuja penamuje R,i(C, ) mocTaBmena
je tako 1a je Ryge(cra) = TAUHO ako u camo ako R(t, a) Baxu. Ctora, 3a 0B3j a, Ry(ca) = TAYHO.
[To neduHuIMjH1 MBHILA, TOCTOjU MBHLA (Vi, Cy,) € E1m uBHma (€5, W,) € E2. [lakie, nocToju myT my>kKuHE
2 ox1 (V¢ 10 W) NIPEKO Cyy. [lo nepunmumju penaunuje Rpor(Ve), ona je TAYHO axo noctoju 6apeM jenan
TakaB akTuBaH MyT. Ctora Rper(Ve) = TAUHO, mto 3naum ga (Vi HUje MOTIyHa pyna (jep MoTimyHa pymna
3aXTeBa J1a 3a CBaKko a BaxkH Ryye(cyn) = HETAYHO).

(<) Ipernocrasumo y1a vy Huje notiyna pyna. [lo nedunuumju, To 61 3Hauno 1a Ryek(ve) = TAUHO, Tj.
na nocroju 6ap jenan a € A" takaB 1a Ryp(cra) = TAUHO. Tlo nedunnmmju Rake, Rake(cra) = TAUHO
ako u camo ako R(t, a) Baxxu y npoGiiemy P. [akie, nocroju a ca R(t, a). m

Hoxa3s 2 Jleme 7.3.1 {Ipexo KoHTpano3uuuje):

[IpernocTaBuMoO 1a je Vy moTHyHa pyna. Taza 3a cBako a € A", Ry(c ) = HETAYHO. Io nedunnimju
R,k TO 3HauM ja 3a cBako a He Baxku R(t, a). Jlaxie, e noctoju a ca R(t, a). OBo je koHTpano3uiuja (<)
cmepa. OOpaTHo, mpeTnocTaBuMoO Ja He noctoju a € A" Takas na R(t, a) Baxxu. Tazna 3a cako @, Ryie(Cra) =
HETAYHO. Ilo nedunnumju, o 3ua4u 1a Rpeir(ve) = HETAYHO, na v; jecte notnyna pyna. OBo jecte
KOHTpamnosuiuja (=) cMepa. B

Hoxa3 3Jleme 7.3.1 {Ipexo Teopuje CKynoBa —He3aBHCAH):

Hebunummmo S; = {a € A" : R(t, a) } (ckyn pemiea 3a t). [To koHcTpyKInju Pgjr, Vi j€ TOTIYHA pyIia aKo
u camo aKo Ry (Vi) = HETAYHO, Tj. ako He noctoju @ ca Ryie(Cea) = TAUHO. MehyTum, kako 3HamMo
na je Raki(cra) = TAYHO & a € Sy, 10 je v, motmyHa pyna < Sy = @. Pje Tauan 3a naro t ako u camo ako
S; # 0 (o nedununuju npodiema P). Jlakie: v, HUje moTnyHa pyna & S, # @ < noctoju a € A" ca R(t, a).
OBa eKkBHBaJICHIIMja je TUPEKTHA MOCIEeIUIA Ae(PUHUIIIjE CKYTIOBa U HE OClIama Ce Ha JeTajbe KOHCTPYKIINje
MpesKe OCUM Ha Be3y usmely S; u mormyse pyrne. B

Hoxa3 2 Teopeme 7.3 Xuneprpad penpe3enranuja):
Kounctpykmmja 7.3.2:3a P = (T, A, n, R),nedpunnmmmo xuneprpad H(P) = (Vy, Ey) ca:
0 V=T,
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o Ey={e;:ayA"},
0 e;={tyT:R( a)}
Koncrpykunja mpexe: @y, (P) = (V, E, R)rze:
0 V=V UE{U({r} (r je xopeHckH 4BOp)
o E={(tes) tye;u{(esr):e;yEy}
R: Rpokr(t) = TAYHO ako u camo ako je crenen(t) > 1. m
Jlema 7.3.2 KopexTnocT xuneprpag koncrpykuuje @y, )
Heka je H(P) xuneprpad nedunucan ca Vy =T, Eyg ={e; :a €A"}, e; = {t € T : R(t, a) } u Hexa Ppy,(P)
Oyne Mpexa jo0ujeHa Jo1aBambeM KOPeHCKor uBopa I' u uBHna (i, e;) 3a cBako t € e; u (e;, I') 3a CBaKo €;
€ Ey. Tana je P rauan (Vt 3a R(t, a)) ako u camo ako ®y,,,(P) nema notnynux pymna.
Hoxa3 1Jleme 7.3.2 (IupeKTHA HMILIMKAIMja — TPH eKBUBAJICHIIHje):
P je Tauan & (mo medunuuju Ta4HOCTH) 32 cBako t € T nocroju a € A™ TakaB na R(t, a) Baxw.
- © (no medununuju €;) 3a ceako t € T mocroju a Takas nat € e;.
- & (no neduHMIMju cTeneHa y xuneprpady) 3a ceakot € T, degy(t) > 1.
- & (no xoHCTpyKIHjU Ppyp3a cBako t € T, mocToju ueuLa (1, €;) 3a HeKo €; Koje caapsku t.
- & (momro (ej, ) mocTOjU 3a CBAaKoO €;) 3a cBako t € T, mocroju myt t — e; — T.
- © (o meUHUNHUjU MOTIYHE PyIIE) HHU jeJlaH YBOP Vi HUje MOTIyHA pyTa.
- & @y,,(P) Hema noTnynux pyna. m
Joka3s 2 Jleme 7.3.2 {Ipexo KoHTpano3uuuje):
[petnocraBumo a @y, (P) uma notmyny pymy, Tj. nocroju t € T Takas jia V¢ jecte normyHna pyna. [Ipema
KOHCTPYKIMjU @Ppyp(P), TO 3HaUM 1a HE MOCTOjH XUIIEPUBHUIIA €; Koja caJpxH t, jep O y CympOTHOM MOpPao
noctojatu myt t — e; — r. Jlakie, 3a cBako a € A", t € e;. [To nedununmju e; = { t : R(t, a) }, To 3Haum na
3a cBako a He Baxu R(t, a). [lakie, P Huje Tadan (mocroju t 6e3 periema).
OG6partHo, npernoctaBumo 1a P Huje Tadan. Taga mocroju t € T TakaB 1a 3a cBako a € A™ He Baxu R(t, a).
o nepununmju €;, To 3Haum Ja t € e; 3a cpaxo a. Y @y, (P), uBop vy Hema HujeHe uBHULE (jep Cy jenuHe
MBHIIE KOj€ T0NIa3e U3 Vy OHE Ka €; 3a Koje t € e;). [lakue, V; je motnyna pyna, na u ®py,(P) uma notmymy

pyoy. B

Joka3 3Jleme 7.3.2 {Ipeko Teopuje rpadoBa — He3aBHCAH):

[Mocmarpamo Gunapruthu rpad B(P) ca jenHom ctpanom T (ubeBr) u qpyrom crpanom A" (pemema), ca
uBunoM (i, a) ako u camo ako R(t, a) Baxxu. P je Tauan ako u camo ako cBaku 4Bop t € T uma crenen > 1
y B(P).

Konctpykumja @yyp(P) ce ox B(P) pasnukyje na cnenehu nauus:

Cgaku a € A" ce 3amMemyje YBOPOM €;.

- VYmecto aupektHe uBuie (t, a), yBoau ce myt t — e; — I, T€ je [ HOBH KOPEHCKHU YBOD.

- Ilpu Tome, t uma crenen > 1y B(P) ako u camo ako noctoju a ca usuoM (i, a) ako u caMmo ako
nocTOoju €; ca UBHIOM (1, €;) y @pyp(P), a mocTojame uuie (t, €;) EKBUBAEHTHO j€ MOCTOjamby
nytat — e; — 1 (jep (e, ) yBek mocroju), IITO 3Ha4YH Aa t HKje MOTIyHa pyna.

Maxne: P jecte Tauan < Vt € T, degg(P)(t) = 1 & Vt € T, t uma uBHIy Ka HEKOM €; y Ppyp(P) & VL ET,
nocToju NyT t — e; — I & Hu jesan t HUje noTmyHa pyna < @y, (P) Hema notnyHux pyna. m

Joka3 3 Teopeme 7.3 (Kateropujcku npucrym):
Nedpununuja 7.3.3 Kareropuje).
* Prob: o6jextu cy npobaemu Py C; mopdusmu f : P1 — P2 cy maposu:
(fr : T1 > T2,f, : A1™ — A2") taksu na R1(t,a) = R2(f1(t), fa(a)).
* Net: o0jexTu cy penanuoHe Mpeske; MOpGU3MHU Cy XOMOMOPPHU3MHU KOjU UyBajy penaiyje.
Koncrpykunja 7.3.3 @ynxrop). [lepunuuemo @, : Prob — Netna o6jextuma kao @ g, nin Py, a
Ha Mop(hu3MHUMa:
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o 3af:P1l— P2 ,®,(f) marmpa vl — Vez wl— We2 , uTaL.
T(1) A(@)

Jlema 7.3.3 Kareropujcku pynkrop P ¢

Heka je Prob kareropwuja unju cy o6jextu npobiemu P = (T, A, n, R)u3 kiace C, a moppusmu f: Py — P,
cy maposu (fr: T4 — Ty, fa 1 A; — A;) Taksu 1a R4(t, a) = Ry(fr(t), fa(a)) u nexa Net 6yne kareropuja
peanroHnX Mpeka ca XOMOMOp(HU3MIMa KOj! 4yBajy pelalmje.

DyHKTOp Py Prob — Net nepunucan na Tum objextuma kao Pg;r(P) (wiu @pyp(P)), a Ha Mopdusmuma
HOPHPOIHUM MPECITHKABAmbEM YBOPOBA, jeCTe IyH U BepaH (GYHKTOP KOjU 4yBa TAYHOCT mpobiema.

JHoxka3z 1Jleme 7.3.3 (IupekTan — BepHOCT, myHoha, ouyBame TAYHOCTH):

Jedpununuja ¢pynkropa: 3a objekar P € Prob, Heka je @, (P) = ®g4i(P) (oHa Mpexa u3 Jleme 7.3.1).3a
mopduzam f: Py — P, nedunniemo P, (f) xao npecnukaBarme 4BopoBa:

"V € V{Tl} — V{fT(t)} € V{Tz}
" W, €Vigy — Wi, 1€ Vi

" Ca € Vicy ™ (i faw)) € Vi)

Weune u penamje ce uyBajy jep Ry(t, a) = Ry(fr(t), fa(a)) mo nedunumju mopdusma y Prob.

Bepnocr (faithfulness): Ako cy f, g:P; — P, nBa pasnuuura mopdusma, onna nocrojut € T, wiu a € A,"
3a koje ce pasnukyjy (fr(t) # g_T(t) wim fa(a) # ga(2)). Tama ce u Py (f) 1 Peye(g) MOpajy pasnukoBaTH
Ha ojrosapajyhem uBopy (Vy Wik W, Wi Cy 3, 1a cy pasmuuuti. Jlakie, @y je Bepan.

ITynoha (fullness): Heka je h: @¢,:(P1) — ®cat(P2) xoMoMopduzam Mpexa. A mpema KOHCTPYKIHJH Peag,
YBOPOBH THIA V; CY jeIMHH YBOPOBHU O€3 JT0Ma3HUX MBHUIIA (OCHM KOPEHA aKo IMOCTOjH, anu y Pg;. HEMa TOT
kopena). [IpumeTMo a y KOHCTPYKIUjU Py, YBOPOBH THUIIA V; jECY jSIMHU YBOPOBH 0€3 JOTa3HUX MBHUIIA.
YBopoBu THIAa W, UMajy J0Ja3He UBHUIE (OX KOHEKTOPa), a YBOPOBU THUIIA Cy; MMajy U JONa3HE U OMNIa3HE
usuie. Crora xomomopduszam h, koju uyBa cTpyKTypy, MOpa MaIipartH Vy y HeKH 4Bop Tor ucrtor tuma (6e3
nonasHux ueuna). Jlakne, h Mopa mManupati Vi y HekH V() (xoMoMOp(H3aM 1yBa CBOjCTBO, HEMA JONA3HIX

usnna"). dedunumremo fr(t) = t'. Cauuno, YBOpOBH THIIA W, CY jeTHHH YBOPOBH 0e3 O/Ta3HUX MBHIA, a h
Manupa W, y Wiy, Na ACQUHHIIEMO fa(a) = a'. Ilposepana ce na (fr, fa) gyBa penauujy R (jep h uysa
nocrojame myresa), na je (fr, fa) mopdusam y Prob. [lakie, cBaku oBaj xoMoMoOp(H3aM 1071331 U3 HEKOT
Mopduzma, na je P, myH.

OuyBame Taunoctu: 13 Jleme 7.3.1,P je Tayan ako u camo ako ®g;.(P) Hema motnyHux pymna. Kako je u
Di(P) =®g4i(P), ictu ycnos Baxku. Tume je odyBame TaAYHOCTH JI0Ka3aHO. W

Hoxa3s 2 Jleme 7.3.3 {Ipexo cBojcTaBa pyHKTOpPA):

D, je nedunucan Ha reepurryhum objekTumMa U MopdusMuma Kateropuje Prob.

Yysame uaeHturera: 3a ceaku odjekat P, @, (idp) je mpecnukame Koje cBaku 4BOp IIajbe y camor cebe,
mro je unentuter y Net.

Yysame komno3uuuje: Axo f: Py — P, u g: P, — P3, onna ® (g o f) nenyje Ha uBop v; kao:

Vi(gre fr)(©)} — V{gT(fT(t))} = @t (9)(Pear(N( W)

CnuvHoO 3a ocTase THIOBEe YBOPOBa, Ma P (g o f) = P,(9) 0 Pear(f).
HNujexTuBHOCT HA 00jekTUMAa: Paznmuuntu npobiemu Najy paznuuute mpexe. T,A,N,R koaupajy npodiem,
na je P, MHjeKTHBaH Ha 00jeKTUMA.
Bepnoct u nynoha: Kako je ®,; nHjekTHBaH Ha 00jeKTHMa U AepUHMCAH HA CBUM MOPPHU3MHUMA, a CBAKH
xoMoMopdu3am jgoaa3u u3 jeaurcTeeHor Mmopousma (fp u f4 Mory ce pekoHCTpyHCcaTH U3 CIIMKA YBOPOBA Vi
U W,), TO je P, TyH U BepaH QYyHKTOP.
OuyBame TaunocTu: Crenn u3 Jleme 7.3.1,jep Pcar(P) = Pgir(P). m
Joxka3 3Jleme 7.3.3 {Ipexo Teopuje Moesia — He3aBHCAH 0] KOHCTPYKIIHje):
[Tocmarpajmo npodaem P kao dopmyiy npsor pena: Vt 3a R(t, a). Heka je M(P) mogeny komecy T u A
uHTepnpeTrpanu (Hmp. kao ckynosu y ZFC). Koncrpyummmo mpexy G(P) Ha crienehn HaunH:

0 Usoposu cy enemenTr mojena M(P) mtyc nogatHu YBOopoBu 3a KOHEKTOpe (Kao y Pgir)

0 Uswuiie u penarnuje ce neuHuITy Ha ocHOBY uctunutoct R(t, a) y M(P) '



0 Tanaje Prauan y M(P) (1j. M(P) E Vt 3a R(t, a)) ako u camo ako G(P) Hema moTmyHux
pyna (o KoHCTpyKIHMju ciandnoj Jlemu 7.3.1).
Cana, P, ce MOKe mocMaTpat kao pyHkrop koju npeciukasa moaea M(P) y moagen mpexe G(P). Kako je
ouyBame ucTuHuTOoCcTH hopmysa (Vt 3a R(t, a)) cBojcTBO eneMeHTapHe eKBUBaJICHIHje, a PYHKTOP Peap TY
qyBa CTPYKTYpy (XOMOMOpPGhH3MH ce MpecirkaBajy y xomoMmophusme), onna P, uyBa TagHOCT MpodiieMa.
HesaBuCHOCT 0]1 KOHKpETHE KOHCTPYKIIMj€ OTJIe/ia ce y ToMe Jia ce 6ui1o koja KoHCTpyKimuja (Pgir, Phyp, ---)
MOXe€ TIPeICTaBUTH Kao P, HAKOH oAroBapajyher n3dopa kareropuja u Mmojerna. m

7.411lpuMepyn NpuMeHe KOHCTPYKIHUja
IMpumep (Fonadax). Pg = (T = {4,6,8,...}, A = P(npoctn), n=2, R(t,(p,q)) = p+g=t). OBaj npod.iem Jiexu
y A0MeHy aguTHuBHe KomOuHaTopuke [18]. [Ipumerom Pg;,:

0 Vg uBOp 32 cBaku mapa 6poj > 4

0 Vg uBop 3a cBaku ypehenu map npoctux (p,q)

0 V(! KOHEKTOP €y (p,q) AKTUBAH aKo P+Q=t
lonpbaxoBa XUIOTE3a je TAYHA AKO H CaMO aK0 HeMa Vi 0¢3 aKTUBHUX KOHEKTOPA.
Mpumep 2 (bmzanmm). Pg = (T = N, A = P, n=1, R(n,p)E p u p+2cy npoctu). Mpexa uma pyIy 3a HEKO
N aKo HE MOCTOjU MPOCT P ca TOM OCOOMHOM.
IMpumep 3 (SAT npoodsaem). Pspr=(T ={ucxonu}, A={ucTuHuTOCHE BpeTHOCTH}, N=0P0j NPOMEHIHUBHX,
R(ucxox, a) = a 3amoBosbaBa Gopmyiy). Mpexka je 6e3 pyma ako U caMo aKo je oBa GpopMmyiia 3a10BOJBHBA.

7.5SUMniankanmje 1 orpaHuYemHha
Nvnumkanuja (YauBep3amaHocT Metoje). Teopema 7.3roBopu J1a ce cBaku npodseM u3 C MOKe penuTi
npumeHoM Teopuje CTPYKTYpHe HY:KHOCTH Ha F-ETOBY MPEIKHY PETIPE3CHTALH]Y:

0 Koucrpyumn ®(P),

0 [Ilpumenu Teopemy ctpykrypHe HyxHOCTH (Teopema 5.1)Ha ®@(P),

0 Ako ce nokaxe 1a ®(P) 3an0BosbaBa ycioBe, OHIa HeMa pyIa, na je P Tavyan.
Orpannuyewe 1 (ExcnoneHuujajina BeqmumHa). 3a xkonaune T, A, BenmnunHa Pg;(P) je O(|T| « |A|"),
IITO SKCIOHEHIMjalHO pacte ca N. OBO orpaHMyaBa MPaKTHYHY MPHMEHY Ha MpoljieMe Malie TUMEH3Hje
WITH OHE Ca CICLHjATHOM CTPYKTYPOM.
Orpanunueme 2 (CnoxeHocT mpoBepke ycjoBa). [Iposepa aa mu @(P) 3ag0BosbaBa gate ycinose Teopeme
CTPYKTYPHE HY:KHOCTH MOKe OMTH HEKaJl TeXa 0/l OpUruHaIHOr npodiaema. OBO HHje HEOCTATAK TEOpH]e,
Beh oz1pa3 pyHAaMeHTaIHEe TEKHMHE MOCMATPAaHOT podIema.
3anaxame (Be3a ca Teopujom cioxenoctn). Kitaca paznuuntux npobieMa ddje MpexHe perpe3eHTarmje
3a/10B0JbaBajy ycioBe TeopeMe cTPYKTypHEe HY:KHOCTH YHHH KJIaCy CTPYKTYpPHO HY»KHuX mpoGiiema. OBo
je HOBa KJIaca CII0KEHOCTH Koja Moe OMTH yrnopenuBa wiu aucjyaktHa ca P, NP, uta [10]

7.63ak/pyuak cekuuje 7
Teopema yHuBep3ajaHor npesolema npeacraBba TEOPETCKH TEMEJb U ONPABJAHE YATABOT OBOT IIPUCTYIIA
CTPYKTypHE HyXHOCTH. OHa MoKa3yje Ja MeTOI0JI0THja HUje CIelujaTHa TeXHUKa 3a ojapeheHe mpobieme,
Beh yHHBep3aiaH OKBUP KOju 00yxBaTa MIMpPY KJIacy MaTeMaTHYKUX M M3padyHJbUBUX mpobiema. Kipyuna
uHTynnyja je ciueneha: Ceaku mpoOiieM ce MOXe BUAETH Kao MHTAMkE MOCTOjama IMyTame Y oAroBapajyhoj
MpexH. Pemmt mpo6ieM 3HaYM Mmoka3aTH Ja Mpeka Hema ,pyra’ — 4BOpoBa O KOjUX HE CTHKE HHUjeIaHa
Bakeha myTama.
VY kombunanuju ca Teopemom cTpykTypHe Hy:kHOCTH (Teopema 5.1), YIIT naje koMIuieTaH anar:
npoodJjeM — Mpeka — MPoBepa ycJI0Ba HY:KHOCTH — OJATOBOP.
OBaj pe3ynTat oTBapa ImyT 3a:

1. Vjenumeme pa3IHIUTAX MATEMAaTHYKUX METO/A Y jeTUHCTBEHH OKBUD,

2. CucreMaTcKo MmpoydaBame Kiaca mpodiiema Kpo3 0COOMHE IBHXOBUX MPEKHHUX PENpe3eHTAaIN]a,

3. Pa3Boj HOBMX JOKa3aHUX TEXHHKA 3aCHOBAHUX HA MPEIKHO] CTPYKTYpH.

8.3AK/bYUYAK: HOBA TAPAJIMUI'MA CTPYKTYPHE HY’KHOCTH

8.1 KibyuHu T1ONPUHOCH OBOT paja
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OBaj pax yBoau Tpu GyHAaMEHTATHA JONPUHOCA MATEMATUIKO] HAYIIH:

1. ®opmaau3anmja CTPYKTypHe HY:>KHOCTH KpO3 TeopHjy penarmonux mpexa u Metpuky N(R), koja
KBAaHTUTATUBHO ONHKCYj€ M CTEMNEH JI0 KOTa je peialyja HeOmXoaHa 3a OJIpJKaBambe KOH3UCTEHTHOCTH
MpexKe.

2. YHuBep3ajHa MPHMEH/bUBOCT je no0ka3ana Teopemom 5.1:3a cBaky Mpexy [5] Koja mocTinke jaky
KPUTHYHY CIIO)KEHOCT M MMa pelialifje CBOjCTaBa JIOKAJTHE CTA0MIHOCTH U TI00aliHe Iporaranyje, a
CTPYKTypHA HY>KHOCT OJI'OBapa MaTeMaTU4KOj HYKHOCTH.

3. Mohan anar 3a pemaBame npo6Jema koju ce Mmanudecryje kpo3 Teopemy 6.4 —nipema kojoj Ou ce
CBaKM MaTeMaTHYKH MPOOJIEeM MOTrao MOJIEIIOBATH y OKBHPY OBE TEOpHje, a IyHa yCIEeIHA TPUMEeHa
3aBUCH O] UCITYH-€HOCTH NPETHOCTABKH 32 KOHKPETHH MPOOIIEM.

8.2UMnankanuje Mo HAYYHUM 00J1acTUMA
MaremaTuka:
* HoBu MeTon nokasuBama: CTPyKTYypHA HYKHOCT Kao ajTepHATHBA KOHCTPYKTUBHUM JI0Ka3UMa.
* [ToTeHyjal 3a pelaBame OTBOPEHUX MPo0IeMa Kpo3 BUXOBO MalUpamke Ha PEIallioOHe MPEXe.
» dunozodeka peaeduHUIja MaTEMaTHUKE HCTUHE Ka0 HY>KHOT YCJIOBa KOH3UCTEHIU]€ CTPYKTYpE.
Komnjyrepcke Hayke:
Anar 3a Bepudukanujy copraepa Kpo3 aHaJIN3y Mpeska 3aBUCHOCTH.
* Hosu npuctyn NP-koMIuieTHUM npo0ieMuMa, a Kpo3 BUXOBO IpeBoheme y npobiiemMe CTPyKTypHE
Hyxunoctu [10].
* MoryhnocT nokazuBama HeMoryhHOCTH ofpel)eHuX THITOBa Hamaaa y MpekaMa v JUCTPUOYUpaHUM
CHCTEMHUMA.
duznka u Ipyre Hayke:
*MonenoBame GU3NIKIX CHCTEMA K0 PENAIIMOHUX MPEKa M CTPYKTYPHOM HYXKHOIINY Kao MPUHIIUIIOM
Koju 00jenumyje paznuuute Teopuje [11, 16].
*HoBu npuctyn (a3HuM npesazuMa ¥ KPUTUYHHM TI0jaBaMa Kpo3 KOHIETT KpUTHYHE cloxeHocTH [11].
*[IprMeHa y eKOHOMHjH, COIIMOJIOTHjH U OMOJIOTHjH 3a CIIO’KEHE CUCTEME TJIe Cy OBE peJlalyje KJbyJIHe.

8.3CmepHune 3a 0yayha ucrpaxuBama
Teopujcka npommpema:
* [Ipumena Ha OeCKOHAYHO-TUMEH3NOHATHE MPEXKE U He-AUCKPETHE CTPYKTYpeE.
» Wurerpaiyja ca TeOpUjoM KaTteropuja 3a jady opmanuzanujy [1].
* IToBe3uBame ca TeoprjoM HHpopManuje u eHtponujom [8].
IIpakTHyHe MpUMeHe:
* Pa3Boj anropurMa 3a ayToMaTcKo NpeBoleme npodiiemMa y pesaljioHe MpesKe.
* [IpumeHa Ha BemITauKy WHTEIUICHIIM]Y U MAIIMHCKO YUCHE 32 aHAU3Y CI0XKEHHX MOJIENa.
* MmmiemenTanyja y copTBEpCKUM anaTuMa 3a BepupUKaIHjy U aHAIN3Y.
HNHTepancuuniMHAPHA MOTEHIUja U
* HcrpaxuBame CTPYKTYPHE HY)KHOCTH Y PU3NYKHM 3aKOHHMA.
* [IpumeHa Ha €KOHOMCKA M COIIMOJIOIKA MOJCTHPAba.
* Pa3Boj HOBMX MaTeMaTHYKHX METO/1a 3aCHOBAHHUX HA NMPHUHIMITNMA HY>KHOCTH.

8.3Pe3nMe KJbYUHHX pe3yJTara

Teopema KibyuHo 3Haueme I[IpakTHYHA IpUMeHa

IpBa popmanmzanmja KoHIENITa T

OcHOBa LIENIOKYITHE TEOpHje
CII0’KEHOCT UMILTUIIMPA HYKHOCT

3.3 (CTpyKTYpHA HYKHOCT)

[ToBe3yje KPUTHUHY CI0KEHOCT ca

5.1 (YuuBep3aaHa npuMeHa)

CTPYKTYPHOM KOH3UCTEHTHOIIIhY

HpI/IMeHa Ha CBC CJIOKCHEC CUCTCMEC

6.4 (YHuBep3aaIHO MPEKHO
MojieJI0Bam-¢ mpodJaema)

CBaku mpo0ieM MoXKe ce
MOJIEJIOBATH Kao Mpeka

Moct u3meljy arncTpakTHAX
npobJieMa u Teopuje

7.3 (YuuBep3aaHo npesoheme -
VIIT)

CBaku mpo0IeM ce MOXKe MPEBECTH y
MpEeXY II€ je TAYHOCT eKBUBAJICHTHA
0e3pymnaBoCTH

YHUBep3aJiHa METOA PellaBamba;
npooJjeM — Mpe:ka — MpUMeHa
CTPYKTYPHe HY>KHOCTH — pelleme

Teopema 7.3 (YuuBep3auno npeoheme - YIIT) 3a0kpyxyje TeOpHjCKH OKBHp MoKa3yjyhu ja:
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1. He nmocroju mpo0ieM Koju He MOXKe J1a Ce MPEeBe/Ie Y OAToBapajyhy MpekHy perpe3eHTalu]jy
2. Ilurame TayHOCTH IpOOJIEMA MTOCTAje MUTAE MOCTOjaba/HETIOCTOjarmba PyIa y MPEKH
3. OwmoryhaBa jeJHHCTBEHY METOIONIOTH]Y 3a CBE Ipolieme:
NpeBo — NMPOBepa CTPYKTYPHE HY’)KHOCTH — 3aK/bY4aK
Oga teopema unHu Teopujy cTPYKTypHe HY’KHOCTH MOTIYHO YHHBEP3AJHOM - HUjE CaMO Kao METOJI 3a
onpehene kiace nmpobiema, Beh yrpaBo kao yHHBep3aJaH OKBHP 32 (HOpMyIanujy 1 perraBame OMio Kor
MaTeMaTHUKOr npobiema Tumna V3.

8.5 Konaynu 3aKkpy4yak
Teopuja cTpyKTypHe HY:KHOCTH TIPEICTaBIba jeaH (PyHIaMEHTATHN TOMaK Y MAaTEeMaTHIKOj MapaJurMu -
mperia3ak ca KOHCTPYKTUBHUX Ha CTPYKTypHe aokase. Kpo3 ¢popmanmszanujy TakBor KoHIenTa aa oapehena
CBOjCTBa HOCTajy MAaTCMAaTUYKH HY)XHA KaJa CUCTCM NOCTUTHEC KPUTHYHY CJIIOKCHOCT, OBa TeOpI/Ija HyIH:
«JenaHCTBEHH AJIAT 32 JIOKa3UBamke HeMOTyNHOCTH oJipel)eHrX CTPYKTYpalHUX Hapyllema.
*Yuuduuupajyhu npuHIun Koju ce Moxe MPUMEHUTH HA BEOMa IIUPOK CTIEKTAp MaTeMAaTUIKUX
1 HAYYHHUX Tpobiiema.
'HOBy el'lHCTeMO.TlOl"I/ij rae €€ ICTUHUTOCT TyMaiH KaO HY’KHU YCJIOB KOHSI/ICTeHI_II/Ije, a HC CaMO
Kao KOHCTPYKTHBHA ITpOBepa.
Kao mrTo je pauyn peBonmynmuoHucao mareMaTuky y 17.Beky, Tako U TeopHja cTpyKTypHe HYKHOCTH MMa
MOTEHIIMjall 1a PEBOJIYIIMOHMIIE HAYMH Ha KOjU MPUCTYIaMO CIOXEeHUM cuctemuma y 21.Beky, Hyaehu Ham
jenan mohaH anat 3a pasymMeBame U 3a pelllaBame MpodiieMa Koju Cy 10 cajia O HeJJOCTYITHH KIACHYHUM
METOoaAamMa.

MNPUJIOT A: TOJATHE AHAJIOTMJCKE MIOTBPJAE TEOPEME 3.3
[MotBpne 1-8 mpencTaBibajy KOHUIENTYaTHE AHAJIOTHje U3 PA3THYUTHX MAaTEeMAaTHYKHX 00JAacTH KOje caMo
MOIYTIUpY TIaBHU pe3yntaT. OHe HyJe MHTYHTHUBHY MOTKpPEITy NMOKa3yjyhul U WHTepAUCIUILITMHAPHH JTOMET
TeopHje, all ce He cMarpajy (opMalHUM JOKa3uMa y CTPOTOM CMHUCIHY. JlajeMo MX y OBOM HpHIJIOTY Ja
JaMo TOJIATHO Ha 3Haudajy Teopemu 3.3,K0ja je KJby4HA TE€OpEeMa y OBOM Pafy.

IMorepaa 1 (lIpexo Teopuje nepkoaanuje):
Mpexa G MoKe ce mocMaTpaTi Kpo3 MoJien nepkosanuje Ha rpady. Kputuuna cnoxenoct (ed. 2.3)amu u
Jlema 3.1ummunupajy aa rpad uBHIa mocraje CynepkpuTdan —BeposaTHoha Bese P(N) Texku 1, mto jecte
JaJIeKO M3HAJ KPUTUYHOT para nepkonanuje p.. Hapymema penamuje R ce mory nocmarpatu jomr kao [11]
» OTKJIOWeHE" WK , 010Kkupane” Be3e y oBoM rpady. YcimoBu jokanHe crabunHoctr (ded. 2.4)u rinobanne
nponaramuje (ded. 2.5) name nedunumnry nporec nepkosandje Ha AyajaHoj MPeKH Hapyliema. MehyTum,
3a JIBOAMMEH3MOHAIHY KBaJpaTHY PEIIETKY, [I03HATa TeOpeMa O JyalTHOCTH MEPKOJIAIMje TOBOPH J1a aKo je
OpHI'MHAIIHA MpPEeXa CylepKpuTudHa (P > P.), OHIA je ’beHa ayaliHa, a y ope)eHOM CMUCITY U CyOKpUTHYIHA
(Pdual <P¢)- Y cyOkputnuHoj (as3u, BepoBaTHOhA MocTOjarba OECKOHAYHOT KIacTepa je HyJia, IITO 3HA4H Jia
Hapyliewma He MoTy Ja Gopmupajy nepkonupajyhu kiactep koju 6u 00yxBatuo 3Hadajas aeo mpexe. Ctora,
BIX0Ba T'YCTHHA MOpa JIa Te)KH HYJIH, LITO je YIpaBo u AepuHUIMja CTPyKTypHe KoH3uctenuuje (Jed. 2.2).
IMorepaa 2 (lIpeko cnekTpaiaHe Teopuje rpadona):
Heka je L, JlaracujanoBa marpuiia rpada uBuia mpexe §,. Kputnuna cioxenoct [7], mpeko Jleme 3.1,
UMIUTHIMpa J1a anrebapcka moBe3aHocT Ax(Ly,) (apyra HajMama COICTBEHA BPEIHOCT) TEKU MAaKCHMAITHO]
Moryhoj BpeHOCTH, IITO yKa3yje Ha BUCOK CTEIIEH MOBE3aHOCTH U Op30 Memame. Hapymema penanuje R
yTH4y Ha MaTpHIly cycencTsa A, a Tume u Ha L, kao Jiokanm3oBaHa aTuTHBHA NepTypOammja P, u To ca
OrpaHUYEHOM HOPMOM T10 peay/kononu (JokanHa crabuaHoct, ded. 2.4).Inobanna nponararmja (deduH.
2.5) 6u 3axTeBana 1a oBa MepTypOalMja UMa 3Ha4yajaH yTHIA] HA HUCKe (peKBeHIUje criekTpa. MehyTum,
2
criektpainu ja3 hy(L,) pacte ca N u % OCTaje CTporo MO3UTHBAH U Jiellyje Kao Oapujepa Koja u30myje
edekar neprypobanmje P, Ha Bucoke ppekBeHImje (JIokaiHe IPOMEHe), cripeyaBajyhu joj Tako 1a TOMHHUpA
rJ100aHUM CBOjCTBHUMA crieKTpa. [IpumMeHoM MaTpuuHe nepTypOannone ananuse (np. Bunanar-Xopmanose
TeopeMe y BapHjaHTH 3a Jlamacujane), mokasyje ce ga ¥ HopMma MpojeKiuje neprypbaruje Ha TOAIPOCTOP
KOjH OJroBapa CpelmHM M CpeAmuM (pekBeHIrjamMa Texu Hyau. OBO AMPEKTHO MMIUTMIMPA Ja U yTHUIA]
Hapyllema Ha IMI00aliHy CTPYKTYpY HecTaje, OTHOCHO Jia Opoj HapyIlemha MO YBOPY TEXKHU HYJIH.
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IMorepaa 3 (lIpexo MapkoB/beBUX JaHAIIA H eProAUvKe TeopHje):

JlepuHUIINMO TUCKPETHH BpeMeHCKH MapkoBibeB jaHan {X;} Ha 3a1aToM MPOCTOPY CTamba KOjU OMHUCY]y
KOH(HUrypanuje Mpexe G, TOKoM meHor pacta. [Ipenasak u3 crama ca K 4BopoBa y crame ca K+1 yBoposa
yKJbyUyje J0AaBamk-e HOBOT YBOpa M ojapeheHor Opoja Besa, u To ca BepoBaTHOhama koje onpelyje pyHkImja
ryctute g(n) u3 ed. 2.3.Hapyiema ce yBoje Kao ,Jiona" cTamka y OKBUPY OBOT JIAHIIA, & YCIOBH JIOKAITHE
crabmwinoctH ([ded. 2.4)u rnodanne nponaramumje (Jed. 2.5) nepunumy npenasue [17] BepoBatHohe ka u
OJI OBHIX JIOUIHMX CTama. KibydHO 3amaxame je Ja KpUTHYHA CIIOKESHOCT OCHI'YpaBa Jia je JaHall epUroniaH
U Ja HheroBa CTal[iOHApPHA PACIoesa 7 MOCTOjU. Y CTAI[MOHAPHO] Pacloeli, OYEKUBAaHU Opoj HapyIlIcHa
no uBopy, Ex[Ir(n)/n], moxe ce m3padynatu kao GyHKIMja OJHOCA CTa3a KOje BOJE Ka JIOUIUM CTambUMa U
cTasa Koje U3 BbUX n3iaze. AHAIN30M OalaHCHUX jeJJHAUYMHA 32 CTAllOHAPHY Pacloemy, ajdu KopulhemeM
npernoctaBku o pactyhoj ryctunu (Jlema 3.1),moka3syje ce na ce crase n3iasa U3 JIOMKX cTama (U TO ycue[
J0/1aBaba HOBHX, HEOJIOKMPAHUX Be3a) SKCIIOHCHIMjATHO YMHOXaBajy y nopehemy ca crazama yiacka. OBo
noBoju 10 3akibydka 1a E [Ir(n)] = o(n), a camum TUM 1 ja BpeMEHCKH NPOCEK HApyIleHha KOHBEPrupa Ka
HYJIH IO €PTrOIUYKOj TEOPEMH, IITO j& €KBUBAJICHTHO CTPYKTYPHO] KOH3UCTEHITH]H.

IMorepaa 4 (lIpexo Teopuje BepoBaTHOhe M KOHIEHTPANMOHUX HEjeTHAKOCTH):

TpeTupajmo 10jaBy HapylIeHa Ha CBAKOM MMOTEHIIMjATHOM MecTy (YBOp, MBHIIA, 3aBUCHO o1 Aehunuimje R)
kao BepHyamjeBy ciaydajHy npomeH/buBY X; ca mapamerpom p;(n). Yciaosu sokanue crabuaroctu (Jed.
2.4)u rno6anue npomnaramuje (ded. 2.5)namehy cnenuduuny cTpykrypy 3aBucHocT Mel)y cBum oBum [1]
NPOMEHJbUBUMA U OTPaHUUYCHA Ha BUXO0Be mapameTpe. KoHkpeTHo, Gpopmupajy ¢j1ad0 3aBHCAH HHU3 U TO Ca
orpannuenuM yturajeM (bounded influencelYkynuo napymeme je S,= X X;. Lusb je nokasartu ga P(S,/n
> ¢g) — 03a cBako & > 0. Kopucrehu opne MaprTunreji bepHiTajHOBe KOHIEHTPAIIMOHE HEjeIHAKOCTH

2
3a 3aBHCHe HH30Be, MOXKEMO M3BECTH Tropmy rpanuiyy oomuka P(|S, - E[S,]| >1) < 2 exp(—ﬁ), rre
y(n) monako pacre (ump. kao log n). M3 npernocrasku u Jleme 3.1, moxe ce mokazatu qa E[S,] = o(n).3at
. ce’n . .. n

= &N, ropma rpaHmIa NocTaje 2 exp(—lpT), IITO TEXH HYJIM €KCIIOHESHIN]aJTHO Op30 TOIITO je b >

OBo, He camMo Ja JJ0Ka3yje CTPYKTYpPHY KOH3UCTEHIIN]Y, JOKa3yje H MHOTO jady TBPIIY O €KCIIOHEHIIH]aTHO]
Op3WHH KOHBEPTEHIIH]E.

IMorepaa 5 (lIpexo Teopuje nHpopManuje U eHTPONHje):

ITocmaTpajmo mpocTop cBux Moryhux KoH(Urypammja Hapylema 3a Mpexy G, ca orpanndemuma Jled. 2.4
u Jled. 2.5.Heka je p, yHupopMHa pacrozena Ha oBoM npoctopy. Entpornunja H(p,) = log R,], rae je |Qy|
Opoj TakBux KoH(purypanuja. Kopucrehn komOnHaTopHe MeToe Opojama. KOMOWHAIIH]jA JIEME O YIIaKOBamby
U TeopeMa O KOy Ca OTpPAaHHMYCHHM paCTOjarmbeM, MOXKE C€ M JIOKa3aTH Jia CHTPOINHja TI0 YBOPY TEXKH HYIH:

H(py)

1M, 00 = U. 10 OM 3HAYUJIO a4 ]€ 0] HAYMHA HA KOJU O0BAa HApyHICHaA MOT'Yy 1da CC OpraHu3
limg, 0.To 6 je 6poj ] py y 8] op yjy

cybexkcnoHeHnMjajaan y onnocy Ha N. Ca npyre ctpaHe, yKynaH 0poj Moryhux KOHHUrypalmja neixoKymnHe
Mmpexe (YKbydyjyhiu Be3e) pacte eKCIOHEHIMjaIHo ca N? (0HOCHO ca OpojeM MOTeHIHMjalHuX Be3a). Jlasbe,
NPUMEHOM NMPHHIIUNA ACUMITOTCKe paBHOMepPHOCTH (13 Teopuje HHPOPMAIMje U CTATUCTHIKE (PHU3UKE),
3aKkJbydyjeMo Jia je Mepa (y mpocTopy CBHX Mpeka) CKyIa Mpeka Koje uMajy KOHDUTypalujy Hapylliemha 13
Q, 3aHeMapJbUBa y aCHMIITOTHUIIM, jep je eKCIIOHEHT heHe 3ampemute (~ H(W,)) 3aHemapibuB y mopehemy
ca eKCIIOHEHTOM 3allpeMHHe 1esior mpocTopa (~ N2). OBo ce Manupa Ha TBPAbY O CTPYKTYPHO] HY)KHOCTH:
KoH(uUrypanuje ca 3Ha4ajHUM OpojeM Hapyluewma cy nHpopmanuono (1 mepehu) HeBepoBaTHe, Ma CTOra
MPAaKTUYHO HeMoryhe 3a MpexXy KpUTHYHE CII0’KEHOCTH.

IMoTBpaa 6 (Asred6apcku NPUCTYI — MPEKO TeOPHje MATPUYKHUX MOHTOBamba U CIEKTPA):
KOHCTpyHIIMMO TIPOMIMPEHy MaTpUIly cyceacTBa A, koja yk/bydyje He camo uBHIe Beh ,Terose” u O3HaKe
KOje MHIMIPa]jy TPUCYCTBO Hapylema Ha oapeheHnM penanujama. Kpuruuna cnoxenoct [3] umruiunupa
Jla cTaHJapJHa MaTpula cycelIcTBa A,nuMa CleKTap KOju MMa BHUCOK CIIEKTpalHU pajujyc y nopehemy ca
JTUMEH3HUjOM, ca MalluM CIIEKTpaTHUM ja3oM u3Mel)y HajBehe u npyre Hajpehe concTBeHe BpeJHOCTH.
Jlokanna crabunuoct (Jled. 2.4) rapantyje na npommperme A, npeacraBba mepTypOalyjy HUCKOT paHra

WK OrpaHUyueHe HOpME y ofiHOCY Ha A, . I'mobanna nponaramnuja (ded. 2.5)6u, melhytum, 3axTeBana 1a oa
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neprypOamyja ¥Ma 3Ha4yajaH yTHI@] Ha COICTBEHE BEKTOPE KOjU OArOBapajy CpeamuM (PpeKBEHIHjama.
[Tpumenom Teopeme o mHTepaejcunry (Cauchy's interlacing theorem) mepryp6anuone Teopmje 3a
CIEeKTap CHMETPUYHUX MATPHULA, TIOKA3yje CE Ja YCIOB KPUTUYHE CI0XKEHOCTH (IPEKO rYCTHHE) CripeyaBa
Ia meprypOanyja ycien Hapyliemha 3HA4ajHO TOMEpH CIIEKTap y cMmepy Koju Om oMoryhmo onpikaBame

BeNuKOr Opoja Hapymewma. DopManHo, Jo0uja ce HejeTHAKOCT Koja je o0imKa ||An - An| > c-n (rae je
F
180 - Ayl

KOHTPAJUKIHUjU Ca TOPHOM TPAaHHUIIOM 32 HOpMY MepTypOanuje, TPaHUIOM KOja W CIEAH U3 JIOKaJTHEe
CTaOMJIHOCTH U YHI-CHULE 1a A, MMa BUCOK CIIEKTpaliHU paaujyc. OBa KOHTpaauKIUja J0Ka3yje TBPABY.

®dpobeHnjycoBa HOpMa) KOja Mopa Ja BakKM aKko MOCTOjH MHOTO Hapyllicka, add Koja je y
F

IMorepaa 7 (TonmoJIOMIKH NPUCTYI — MPEKO TeOpHje CHMIIMINjATHUX KOMILIEKCA W XOMOJIOrHje):
Penanmony mMpexy G MOXeMO MPEJCTaBUTH jOII U Ka0 CHMINIMIHUjAJIHH KoMILleke K, re YBOpoBU YMHE
O-cumruiekce, uBHIE 1-cMMIUIEKCe, a BUIIM CUMILIEKCH MOTY ce neduHHucaTH npeko penanuja R. Hapymeme
penammje R ce Tama Manudectyje kao 01CycTBO opel)eHor cuMmIuekca Wi Kao ,pyna“ y OBOM KOMIUIEKCY.
VYenosu [ed. 2.4u [led. 2.5npeBose ce y orpaHnderna Ha XoMoJI0LIKe rpymne nogakomiuiekca L € K koju
canpxu oBe pyne. KOHKpeTHO, JIoKaaHa cTaOMITHOCT OrpaHUYaBa JUMEH3Hjy XOMOJIOrHje, a riaodanHa [13]
npomnaranuja Hamehe na O-ta wim 1-ta xomosnoruja noakomiuiekca L Mopao Ou umaru Beiauku paHr (Opoj
reHeparopa). Kpuruuna cnoxenocr, mel)ytum, npeko Jleme 3.1 (1oceOHe MOBE3aHOCTH), UMILTUIMPA J1a j€
cam komuieke K acdepuuan y HUCKHM JUMeEH3HMjaMa U J1a lberoBe beTujere OpojeBe pacTy Majo cropuje
y nopehemy ca 6pojem uBopoBa. [To3Harta Be3a u3Mel)y XoMoJIOruje KOMIUIEKca U MOAKOMIUIeKca (M3Be3eHa
u3 cekBeHle Majep-Bueroprca) oHa 10BOH 10 KOHTPAAUKIHMje: HE MOXKE HCTOBPEMeHO Ja Baxu u aa K
numMa maie berujeBe OpojeBe (yciien KpUTHYHE CIIOKEHOCTH) U JIa BeroB MOoAKOMIUIeKe L MMa BeoMa Besmke
Betujese 6pojese (ycnen riobante mpomnaraitije). OBa KOHTPaIUKIIMja peliaBa ce jeJMHO aKO MOAKOMILICKC
L He mOCTOjU Yy aCHMIOTOTHLH, Tj. aKO CY HapylIeHha HEMOTIIyHa.

IMorBpaa 8 (IIpuctyn Teopuje pelreTaKka 1 KOHBEKCHE reoMeTpHje):

ITpoctop cBux Moryhux koH¢urypamuja Mpexe ca N YBOPOBa MOXKE €€ jeTHOCTABHO MPEACTABUTH KA0 TauKe
y N-numensuonanHom EykimaoBom npoctopy, rie je N = 6poj moTeHnujaaHuX Be3a + 101aTuX napamerapa
3a penamyje. Ta CTPyKTYpHO KOH3UCTEHTHA CTamba YWHE KOHBEKCHO Teso C,, y oBoM mpocTtopy. Kpurnuna
cioxeHocT, npeko Jleme 3.1, umrunimpa na ooum (qujamerap) u 3ampemuna C,, pacty u3y3eTHo Op30 ca n.
Hapymema penanuje R nepununry ckyn xuneppasuu H; xoje cexy C,,. Anu yciioBH JOKajqHe CTaOUITHOCTH
(ded. 2.4)u rnodanue nponaramwmje (Jed. 2.5)mpeBoae ce y orpannuema Ha 6poj u pacropen noctojehux
XUMeppaBHH, Kao u Ha 3anpemune npeceka C, N H;. Kibyunn xopak je npumena Teopeme MHUHKOBCKOT 0
CYKIIECHBHMM MHHMMYMHMA U TE€OpEMe T'yCTHHE pelieTaka Y KOHTEKCTY KOHBEKCHHUX Tena. OBe TeopeMe
71ajy TOpEbY TPaHuIly 3a Opoj Tauaka pemnietaka (a oBae, Tauaka Koje MpeacTaBibajy Moryhe KoHpuryparmje
MpesKe) Koje MOTy Ja JieXe y MPeceKy Tela U MHOIITBA XUIeppaBHH, y QyHKIMjU 3anpemMuHe Tena a u [12]
3arpeMuHe HBeroBor noxapHor Tena. [lokasahe ce ga oBaj Op3 pact 3anpemune C, 1o yCIIOBOM KPUTHYHE
CJIO’KEHOCTH YMHU J1a TOpHa IPaHulla 3a 6poj KOHPUrypaluja ca HapylemhbMa TeKU HyJIU U TO y OJTHOCY Ha
ykymaH Opoj xoHdurypamuja. OBo (dopMaaHO I0Kaszyje Ja je Mepe KOHpHUrypaiuja ca HapyliemuMa
aCHMIITOTCKH 3aHEMapJbUBO, Tj. [1a j€ CTPYKTypHa KOH3UCTEHIMja HyKHa.

IMPUJIOI' b: KPUTUKE U OAIOBOPU

Osaj mpuitor pa3mMarpa eBeHTyalHe KpUTHKE paja u Hyau npunajaajyhe oarosope. JloBosbHO 100pe na Oymy
3aJI0BOJbHU U HAjOLITPHUjU KpUTHYapH, 6ap ce Tome Hagamo! CBpxa mpujiora jecy oJroBopu Koju oBJie Tpeda
1a mpeaynpee KpUTHKe aau He camo To. OBaj mpuiior KOPUCTUMO U 3aTO J1a JIOJAATHO Pa3jaCHUMO HEKaKBe
Moryhe HeoyMHIIE 1A TAaKO CITY>KH U Kao Mpoay’KeTak camor paga. Hema camo QyHKINjy KOMEHTapucama.

Kpuruka 1: ,Ycios (%K') y Teopemu 3.3 §(G,) = n — £(n), &(n) — 0) je npejak — Tpaxku 1a Mpexa Oye
ACUMITOTCKU CKOPO KOMIUIETHA. "

Onrosop: Ycios (k') jecte 10BOJbaH, allM HHje M HEONMXOAH. 3a MPEKE Ca CIOPUjUM PACTOM MHHUMAJTHOT
crenena (kao Hip. 8(G,) > C-N3a C < 1), KOHBepreHiKja MoxKe OUTH CHIOpUja — CTPYKTYpHA KOH3UCTEHIINja
cneny, anu He Hy)HO Ig(n) = 0. OBo je npenmer masber UCTpakuBama. HaromeHa: paHuja Bep3uja yciaoBa
() Ouna je HeTauHa y J0Kasy, Ia je 3aMermbeHa TauHoM Bepsujom (K ').
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Kputuka 2: , Jlepunnnuja rnodanse nponaramuje (. 2.5)npernocrasiba 1a 1 HapyIICHa PACTy HAjMAE
n

Kao , ITO HUje IOKa3aHo 3a cBe penanyje.”

logn
Onrosop: /ledunuiyja nocrassba ycaoB KOjU pesalija Mopa 3aJJ0BOJBUTH Jja OM OBa TeopeMa Baxuia. 3a
KOHKpPETHE ITPUMEHE, 0Baj YCIIOB CE MOpa MPOBEPUTH, a 32 MHOTE IPUPOJIHE pellalije, YCIOB j€ UCIYHhEH.
Kpurnka 3: , Ananorau aprymenTu (mepkosnaiyja, ClieKTpaiHa TeOpHja, UT/.) HUCY CTPOTH A0Ka3u."
Oxarosop: Tauno. Onu cy 3ato npemenitenu y [pusor A u o3HaueHu cy kao Heopmamau. Ciyxke camo 3a
UHTYUTUBHY MOTKpeIy, A0k riaBuu nokasu (1, 2u 3) croje camu 3a cede. 3aTo ux u 30BeMo motBpaama. Te
MOTBP/Ie, MAKO HUCY J0Ka3H, UMajy CIMYHY CBXY a TO je Jia moBehajy poOycHOCT TeopHje, ITO OHH YCTEITHO
u pazge. Pan He 6u 6e3 oBUX NOTpa OMO HHUIITA CIIa0HjH Ay ca lUMa je, uIak, 0ap Mano yBpurhu.
Kputuka 4: ,Teopema yHuBep3amHor npesohema (7.3) mIpOU3BOAM MpPEXY €KCIOHCHIU]aTHe BEIUYUHE Y
OJTHOCY Ha TUMEH3H]y N, IITO je MPaKTHIHO HETIPHMEHIBHBO.
Onrosop: Tauyno. Teopema rMa TeopeTcKr 3Hauaj (OHa MOKa3yje Ja je TakBo mpeBolere yBek moryhe), anu
3a MpaKTUYHY MPUMEHY Cy OTpeOHe epuKacHU]e KOHCTPYKIH]je 3a crienuduaHe kiace mpoodmema. OBo he u
OWTH MpeIMET JaJbeT UCTPAKHUBAKA, IITO j€ y paly U HATOMEHYTO.

Kpurnka 5: ¥V Jlemu 3.1 TBpau ce na KpUTHYHA CIOKEHOCT UMIUTAIIUPA TTOBE3aHOCT, alld JOKa3 KOPUCTH

n
npetnoctaBky 6(Gy,) > 7 To je jaun ycnos ox Jdebununmnmje 2.3."

n
Onrosop: Tauno. loka3 3 u Jlokas 5 Jleme 3.1 kopucre ycios 8(G,) > 2 (jake KpUTHYHE CI0KEHOCTH) 3a

JI0Ka3MBab€¢ MOBE3aHOCTH. 3a ciiady KputuuHy cioxkeHocT ([ed. 2.3),moBe3anoct je nokazana y Jlokasy 3
(mpeko KoHTpaauKIHje) 6e3 Tor ycioBa, amu y3 mpernocraBky aa 8(G,) — o 10BOJBHO Op30. Y cBakoM
ciy4ajy, 3a motpede Teopeme 3.3,10BoJbHA je jaka kpuTHUHA ciiokeHOCT ([ed. 2.6umm ycnos (k)).

Ig(n)
n
HEjeTHaKOCT TPOyTJia). 3aIiTo ce OH/Ia 30B¢ ,, MeTpuka'?"
Onrosop: Ha3us ,,meTpuka" oB/ie ce KOPUCTH OHAKO Y IIUPEM CMHCITY — Kao KBaHTHTAaTHBHA MeEpa, HE Kao
METpHKa y CMHCIY pactojama. [Ipennzanje 6u 0mino ,Mepa Hy)kHOCTH'. MelyTum, 3aipkani cMO TepMHUH
»MeTpuKa" 300T aHaJoTHje ca CIMYHIUM KBaHTUTATUBHUM MepaMa TeopHje nHpopmaiija 1 KOMOMHATOPHUIIH.

Kputuka 6: ,Metpuka N(R) = 1 - lim sup (. 4.1)He 3am0BOJbaBa CBE aKCHOME MeTpHUKe (Kao HIIp.

Kpurnka 7: Y Teopemu 7.3 (YHHBep3aiHO mpeBoljerbe) TBPAM ce Ja Ou ce cBaku podiem tuna VI Morao
IIPEBECTH y MPEKY, alu KOHCTPYKIHje Pgjr u Py, 1]y MPEKY UMja BENMYMHA EKCIIOHEHIM]AITHO 3aBHUCH
o/ N (TMMeH3Hje peliethba). 3ap TO He YHHH TEOPEMY TPUBHjaTHOM?"

Onrosop: Teopema MMa mpe cBera TEOPUjCKH 3Ha4aj — IMOKa3yje Ja TaKBO MpeBoheme yBeK MOCTOjHU, MITO
je mpeycioB 3a OMII0 KakBy Jajby aHanu3y. EKCrioHeHIMjaiHa BeIMYHHA je 1IeHa YHHUBEP3aJIHOCTH. AJH 3a
NpaKTHYHY TPUMEHY, 3a crierupuyuHe kiace npodnema (amp. SAT, npobiemu Ha rpadoBuma), Mmoryhe cy u
eduKacHUje KOHCTPYKIHje, mTo je HanoMeHyTo y Cekiuju 7.5. Teopema He TBpAU Ja je HeKa KOHCTPYKIIWja
eduxacHa, Beh camo na je moryha.

EIIAWJIOI

Konuko jomr MaTreMaTHykuX MCTHHA YeKa Jia Oy/ay Mperno3HaTe Kao Hy)KHH YCIOBHU MocTojehux crpykrypa?
Konuko jour mpoGiiema deka camo 1a Oyne npehopMyiucaHo y TEpMHUHAMA perannonux mMpexka? [lytyjemo
MOJIAKO Ka TaKBOj MAaTEeMATHUIIH T/Ie JOKa3W HUCY Bepudukamnmje Beh cy oTkprha Hy)KHHX YCIIOBa TIOCTOjarba.
OBaj pax, kao apyru pan Tpujade nyscnocmu, yuspiihyje HYy)KHOCT Kao 3ace0Hy METOy Koja MmoKasyje CBe
oJutnke yHHBEp3IHOCTH. [lopen MaremaTnke, odeKyjemMo 1a Oyae MPUMEHIbUBA U Y CBUM JAPYTHUM HAYYHUM
IUCUUIUTHHAMa TO heMo HapaBHO JIeTabHUjE UCTIUTATH U TO MPBO Y MATEMATHIX & OHAA U HEKUM JIPYTHM
NPUPOJHUM U JPYIITBEHHM Haykama. [IpeocTtaje jomr ma pa3paauMo Ha4WH NpUMEHe, ITOo heMo ypamuTa y
MoCJeIBEeM paay oBe Tpujane. HajaBiseHn pan je pesepBucaH 3a KOMOMHOBaHY HYXKHOCT H 32 IPUMEHY OBE
JIBE KOj€ CMO J10caj Ae(UHUCAIIN, MATEMAaTHIKY U CTPYKTYpHY.
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POST SCRIPTUM

H3zneoa 0a cmo 3anouenu newimo wimo he umamu 036usne npumene He camo y mamemamuuyu éeh u y
opycum Haykama. AKo je oea meopuja mauna - a 00Ka3u yKazyjy Ha mo 0a jecme - oHOA c1edu 0a ce u
CLONHCEHOCM U HYICHOCH ROHAWA]y Kao 0ee cmpane ucmoz nosuuha. Illmo je mpesica cnoxncenuja, mo cy
jaua cmpykmypuna ozpanuuera. Anu Ha cpanuyu, Kaoa cioyxcenocm npele oopehenu npaz, oopehena
ceojcmea nocmajy He camo eeposamua, éeh mamemamuuku Hysycna. Qo omeapa nym ka jeOnoj H060j
6pCMU MameMamuyKoz 00Kaza. 0oxkazy nHemozyhnocmu xKonmpanpumepa 0e3 mUX0602 eKCHAUUUMHOZ
KOHCmpYKcarda.

Oesaj pao, xao opyzu oeo Tpujade nysxcnocmu, omeapa nym ka mpehem pady — onom Koju he nogezamu
MamemamuyKy u CmpPyKmypHy HYHCHOCH Y jeOUHCMEeHy Memooy. Jep, ako mamemamuuKa HyHcHocn u
2060pU 0 MOMeE WIMA MOPA DUMU MAYHO YHYMAP AKCUOMAMCKOZ CUCHEMA, 00K CHPYKHYPHA HYICHOCH
2060pU 0 MOMeE WIMaA MOPA OUMU MAYHO YHYMAp Mpeiice pelauuja, oHoa mwuxoea Komounayuja omeapa
Mmozyhnocm 0a ce nysycnocm npumenu Ha npenas usmelly meopuje u wene mpescne penpezenmayuje. Taj
npeaz Huje nPoU360.6aH — OH je cam no cedu MamemamuyuKu HyJHcaH jep ceaxu npodiem muna V3 uma
jeouncmeeny mpescny cmpykmypy Koja 2a kooupa. Ocmaje 0a ce noxkasice u 0a ce ma CmpyKmypa moxce
Keanmuguxosamu, mepumu u Komounosamu ca opyzum ooauyuma uyycnocmu. To je 3a0amax xoju nac
yeka. Axo ycnemo, Hyscnocm euuie nehe oumu camo gpunocogpcku nojam, éeh jeoan onepamuenu anam
3a pewtasarbe npooema Koju cy 00 cada ouau HedOCMyYnHU K1aCuYHUM memooama. A ako u He ycnemo,
oap hemo 3namu 20e cy cpanuye 0602 NPUCMYRA — WO je U camo no cedu epedan pesyamam. Jep, Kaxko
oeaj pao noxazsyje, u cpanuue cy 00UK HYHCHOCHIU.
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THEORY OF STRUCTURAL NECESSITY

Structure is not a property of entities, but a rélan among
them. When a network reaches critical complexitgr@in
properties become mathematically necessary.

ABSTRACT

This paper introduces a formal Theory of Structudaicessity for relational networks. We define the
concept of mathematical necessity as a measur&eofimipossibility of certain structural violations i
complex networks. Through asymptotic analysis ofivoek properties, we further show that when a
network reaches a certain level of complexity, ttecurrence of certain types of holes or structural
deficiencies becomes mathematically impossible. fHe®ry provides a formal apparatus for proving the
impossibility of counterexamples in a wide rangenaéthematical problems. The main results are the
Theorem of Structural Consistency and the MetriMathematical Necessity.
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