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I'EJAEJI-XUJIBEPTOBE MPEKE

Y ceoam ce kpuje cmabunnocm.
Y seposammnohu je cucypnocm.
Mapxoe 600u, Konmozopos uysa.

AIICTPAKT

OBaj pan npencTaB/ba KPyHy MaTeMaTHUKOT Jiejia HCTpakuBamba 3amoderor y [13, 14].V memy noBe3yjemMo
crabunae GH-mapose (koHcTpyucane y [14]) y GH-mpexe — cTpykType uuju cy uBopoBH ctabmian GH-
napoBH, a uuiie bridge penamuje. Jlokasyjemo na MmunuManHa crabuina GH-mpeka uma TauHo 7 Y4BOpOBa
(Tpu He3aBHCHA J0Ka3a). YBOAUMO TeopHjy pyna y kKoHTekcTy GH-Mmpexka, kiacupukyjyhn HEMOTIyHOCTH
Y TO Ha OCHOBY TPH OCHOBHA YCJIOBA CTaOMIIHOCTHU (JIOTMYKa MOTIIYHOCT, EHEPreTCKH MUHUMYM, CTPYKTYpHA
oproronanHoct). KoHauno, yBoAHMO BEpOBATHOCHY CTaGHIIHOCT — nprMeHy MapKoB/beBHX JiaHana [16]
u KosiMoropos/beBux akcnoma BepoBatnohe [15] —y Buay MexaHH3Ma KOjH CIpeyaBa JlaHYaHE peaKiyje
n o6e306elyje momatHu cioj curypHoctd. OBUM pajioM 3aBpIIaBaMO MaTeMaTHYKE TeMesbe 3a (PU3UUKY
teopujy (3+3) mpocropa-BpeMeHa.

K/bYYUHE PEYM: crabunnoct, 7 uBoposa, Teopuja pymna, KoaMoroposibee akcuome, MapKoOBIbEBH
JIaHIM, BepoBaTHOCHA ctabmiHocT, GH-Mpexe

AMS kaacuduxanuja (2020):

03F03Teopuja nokaza U KOHCTPYKTHBHA MaTEMaTHKa,

03B42Jloruka Hy»KHOCTH ¥ MOJAQIIHOCTH,

05C90IIpumene Teopuje rpadosa;

60J10MapKoBIbEBH JIAHITN ca JUCKPETHUM BPEMEHCKHUM MapamMeTpOM;
60A05 Akcnome BepoBatHohe.

1. YBOA: O ITAPA KA MPEXHN
VY mpeTxoJHUM paioBUMa KOHCTPYHCAIU CMO:
slIpumutusau GH-map (2+1) [13] —goka3 na GH-oaHoC mocToju Ha arncoayTHO MUHUMAIHOM HUBOY.
*Craduanu GH-nap (3+3) [14] —nonatak cumetpuje (S) u munumyma (M) Kao U3BEJCHUX pelialyja.
Cana, xaj1a *MaMo CTAOMJIHY jeJUHMILY, IPUPOJIHO je TIHTAkE: ITA ce JAellaBa KaJaa ce CBe OBe jeIMHuLe
nose:ky? OBaj pan maje oarosop yBohemem nmojma GH-mpexe.
GH-mpe:ka je KOoHauHa CTPYKTYpa y K0joj ce ocHoBHH npuHIumu GH-mapagurme:
peQIEKCUBHOCT, HEMOTITYHOCT, HEYIIOPETUBOCT, CHMETPHja U MUHUMYM
— IpOIIUPYjy ca HUBOA Mapa Ha HUBO Mpexe [1, 2, 3, 4, 5, 6, 13, 14].
I'maBHM HONPUHOCH OBOT paja Cy:
1. Kapakrepu3anuja MUHHMAaJHe cTadniIHe Mpe:ke. /lokazyjeMo J1a MOCTOjU HEKa jeJUHCTBEHA (CBE
10 u3oMopdu3Ma), HETPUBHjaIHA, MUHIMAJIHA KOH(PHUTYpalfja Koja 3a70B0JbaBa CBE 3aaTe YCIOBE
crabmmHocTH GH-Mpeske, 1 OHa UMa TauHO 7 YBOPOBA.
2. UHuTerpanuja Teopuje pyma: YBoaumo GpopManny knacudukaimjy venormynoctu (,pyma”) y GH-
mpexama [7, 8].
3. BepoBaTHOCHa cTa0WIHOCT: YBoauMo MapkosiseBe Janiie [16] u Koamoroposisee akcuome [15]
Kao MeXaHW3aM KOjU CIpevaBa JJaHYaHe peakinje u 00e30elyje CurypHOCT Mpexe.
Pan ce ocnama Ha mpetxoHe pesyarate [1-14] u 3aBpiiaBa MaTeMaTUYKH JI€0 UCTPAKHUBAHA.




2. JEOUHUIIUJE U OCHOBHU KOHUEINITHU

VY oBOM MOTJIaBIbY JajeMo IePUHHUIN]e Ka0 OCHOBHE KOHIIETITE Ha KOjHMa JIGKH cama CTPYKTypa OBOT paja.

Nedpununuja 2.1 Usop GH-mpexe). Usop GH-mpexe je uncranna craguanor GH-mapa (G, H) kao mro
je nedunucano y [14]. To 3naun n1a G 1 H uMajy mo Tpu yHyTpalime akCHOMe, 33/10BOJbaBajy yciose C, S
u M [14], u cipeMHH Cy 3a yMpeKaBarbe.
Jepununuja 2.2 (GH-wmpe:xka). GH-mpexa je ypehena uerBopka M = (V, E, F, P)rze je:
V ={N41, Ny, ...,N,} xonauau ckym usoposa (n > 2).
E € V X V ckyn HeycMepeHux uBHIa (Be3a).
3a cpaky usuiy € = {N, N;} u3 E nedunucana cy nsa csojctsa:
Jaunna Bese gj; (nosutuBan peanan 6poj).
Enepruja sese E;; = f(g;;) rne je f. R* — R* crporo monotona dynkimja.
F = {¢yj: jesnk(N;) — jesux(N;) | {Ni, N;} € E} je moponmua bridge npecivkasama [1, 2, 3, 13].
P : E — R®jecre ¢yHKIMja mosapu3alije Koja CBaKOj UBUIH € J0JIeJbyje jeIUHIIHNA BEKTOP Pe Y IPOCTOPY
uHTepakiuje [14].
Hepununuja 2.3 (Ycaosu cradmnnoctu GH-mpesxe). GH-mpexa M jecte crabuita ako U caMo aKo OHa
3a710BoJbaBa ciesicha Tpu ycosa [5, 14]:
*Ycaos sornuxe normynoctu (JII): 3a ceaka nsa usopa Ni, Nj u3 V, moctoju myT uuIa Takas 1a
xommnosunyja bridge npecnukapama omoryhasa N;i 1a jokaske KoH3ucTeHTHOCT Nj 1 0OpHYyTO.
*Ycaos eneprerckor munumyma (EM): T'nobanuna enepruja mpesxe A(M) = Zieegyf(ge) + |V|Ep uma
JIOKAJIHM MUHUMYM Y OJTHOCY Ha Bapujanuje napamerapa Je.
*YcioB cTpykrypHe opToronainoctu (CO): 3a cBake qBe pa3andute uBHIe €, €'u3 E, cy BekTopu
nonapusalyje opToroHaiHu: Pe - ' = 0.
Nepununuja 2.4 Pyna y GH-mpesxn). Pyna y GH-Mpexu je Hapymiemne 6ap jeJHOT 011 3aaTa TPH yCiIoBa
crabutnoctu (JIII, EM, CO) [7, 8]. [Iperusuuje:
* JI-pyna: IToctoje uBopoBu u3mel)y Kojux He mocToju myT 3amoBosbasajyhu JIII.
* E-pyna: Kongurypanuja napamerapa {ge} He Munumusupa A(M).
¢ C-pyna: IToctoje uBuie €, €'takse 1a Pe * ' # 0.

3. TEOPEMA O MUHUMAJIHOJ CTABUJIHOJ MPEXHA

300T U3y3eTHO BEIIMKE BAXXHOCTHU Teopeme 0 MUHUMATHO] cmabuiHocmu mpedice, 0oj mocBehyjeMo moceOHo
noriasjbe y oBoM pajay. Ceam 4BopoBa ce mpupogHo Hamehe y TpoIMMEH3HOHATHOM IIPOCTOPY jep je OBJie
CBAaKH YBOP OKPYKEH ca LIECT APYruX ca Mel)ycoOHO opToroHaaHuM uBuiama. OBO je TOIUKO OYHUIIICIHO 12
ce He MOpa HH JJOKa3MBaTH ajiil MU heMo umnak natu 1 popMaiHe J0Ka3e TeopeMe Koja je HOCHIIAIl TBPAKE U
KOja JOHOCH THX MHHHUMAJIHUX CellaM YBOPOBA.

Teopema 3.1 (O MuHHMATHOj cTAOMIHOj Mpe:ku). Munumanau Moryhu 6poj uBopoBa y crabuinoj GH-
mpexu (koja 3agoBosbasa JIII, EM, CO u uMa CBOjCTBO YBOPCKE TPaH3UTHBHOCTH) je |V| = 7. MunumainHa
cTabuiHa KoH(pUTYypalrja KapaKTEepHILE Ce:

» CBakM 4BOp UMa CTereH 6.

* I'pad uma qujamertap 1.

* Bpoj uBua je 21 (mornynu rpad K, ca momarom cTpyktypom oproronansoctu) [10, 11, 12].
Hoka3 1 (KoMOMHATOPHO-CHMETPHjCKH).
[MocmaTpajmo crabunay GH-Mpexy M koja je uBopcko-TpanzuTuBHa 1 3amoBossasa JII u CO. U3 CO, cy
Be3e KOje 1moJia3e U3 UCTOT YBOpa MOpaje OUTH OPTOrOHANHE. Y MPOCTOPY, KOjH j€ TPOJUMEH3NOHANaH, Opoj
MaKcUMalTHUX Mel)yCOOHO OpTOTOHATHUX IpaBala je 3, ajlyd CBaKH Mpasall uMa JBa cMepa. Jla Ou ocurypanm
JIII 1 OTHOPHOCT Ha OTKa3e, MOTPEOHO je ]a CBAKU YBOP MMa TPH OPTOTOHANIHA Mapa cycena, Tj. crereH d =
6 [10]. ITpoGsiem ce cBoau Ha 1-hakTopusanujy K, Ha Tpu caBpiieHa ynapusama. K, uma 1-pakropusaiujy
aKo W caMo aKo je N mapad. MelyyTuM, HaI 3aXTeB je CTPOXKH: MBHIE MOPajy OMTH 000jeHE TaKO J1a CBAKU
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YBOp MMa WHIMJCHTHE UBUIIEC cBHUX 00ja. 3a N = 2, 4, § To Huje moryhe ca 3 6oje. Kibyunu yBuz: mpoGiem
j€ eKBHBAJICHTaH IOCTOjalby TPH OPTOTOHAHA JAMUHCKA Kéadpama peda N, rae N Mopa OMTH MpOCT WK
cTeneH mpoctor Opoja. Hajmame N 3a koje MOCTOje TpU OPTOTOHANHA JamuHcka keadpama je N = 7 [11].
Jlakie, MUHIMaTHO N = 7. W

Joka3 2 (I'pynHO-TeOPHjCKH).

Hexka Aut(M) Oyne rpymna ayromopduzama mpexe M. YcnoB 4YBOpcKe TpaH3UTHBHOCTH 3axTeBa jaa Aut(M)
JeJyje TPaH3UTHBHO Ha cKyIy uBopoBa V. ®@ukcupajmo uBop V. theros crabunuzarop Stab(v) mopao 6u na
nepmyTyje meropux 6 cycena. [lomro cy Be3e oproronanne, Stab(v) mopa na Oyzne moarpymna opToroHamHe
rpyne O(3). Tpaxxumo koH(DUTypalujy ca MAaKCHMAJIHOM CHMETPHjOM. 3HAMO U JIa je jeJlMHA HeTPUBH]jaiHa
TpaH3UTHUBHA TIEPMYyTaI[MOHA TPyIa Koja aenyje Ha 7 objekara je PSL(2,7)pena 168.0Ba rpyna aenosahe
TpaH3uUTHBHO Ha 7 oOjekarta. [locToju mo3HaTa KOHCTPYKIIMja 7/-4BOpPHE MpEeXe uHja Tpymna ayroMopdusama
je PSL(2,7)[10]. Anu 3a n < 7, He MOCTOjM TPaH3UTHUBHA TIEPMYTAI[MOHA Ipyma Koja Ou Moria Ja MmoapKH
CTPYKTypy crenena 6. [lakme, N = 7 je MUHUMAITHO. W

Joka3 3 (MugopMannoHO-TEOPHjCKH).

[Tocmatpajmo Mpexy Kao KOMyHUKAIMOHY cTpYKTypy. CBaka Be3a je kaHan kanauutera C. 3a y3ajamMHy Ou
Banmpaiyjy (JIIT) usmehy aBa uBopa, 6uina morpebHa pa3MeHa nHpopMmanuje. Jla 6u ocurypaii OTIOPHOCT
Ha OTKa3, u3Mely cBaka JjBa YBOpa Mopa IOCTojaTd O6ap M = 2 He3aBHCHA ITyTa. [loBe3aHOCT U CTENeH: K <
0. 3a 0 = 6, MakcuMaHa noBe3aHocT je 6. [Iurame: koju je MUHUMAaTaH Opoj YBOpoBa N 3a KOju MOcToju 6-
perynapas rpad ca k = 2 u aujamerpom 27 [lo3Hato je aa 3a Taj 6-perynapan rpad, MmuHUMaIHHA N 32 rpad
nujamerpa 1 je 7 (wrro oarosapa K ). K7 je 6-perynapan, uma aujamerap 1 (jour 60sbe), u k = 6[12].
Haxne, N = 7je MUHUMAITHO. W

4. TEOPUJA PYIIA Y GH-MPEXAMA

VY 0BOM TOTJ1aB/bYy TpUMEYjeMo Teopujy pyma [7, 8] na GH-Mpexe. [lok je y mpeTxoaHuM pamoBuma [7]
pyma nocMaTpana kao Hezocrtarak (aedext), oBae je TpeTUpaMo Kao CTPYKTYPHH eJIEeMeHT — OTBOP Kpo3
KOjU Mpexa pasMemyje nahopmaiinjy, oapxana (prekcuOUIHOCT U mocTxke ctabunHocT. Kinacudukyjemo
pyIe npema Tome Koju o Tpu ycioBa crabunHoctu (JIII, EM, CO) je HapyliieH, U 1ajeMO KPUTEPHjyMe 3a
IBUXOBY MOMpPaB/bMBOCT. Ha Kkpajy mokasyjemo aa munumaiHa cradbuina GH-mpexa (ca 7 uBopoBa) Hema
pyna, IITOo je y CKJIaay ca Te30M Ja pymna Huje aedext Beh omepatop crpykrype [8]. Pyma je oTBop Kpo3 Koju
Mpexa pazmemyje nHpopMaIujy, ojpxkapa GIeKCUHOUITHOCT U TOCTHKE CTAOUITHOCT.

Nepununuja 4.1 (Tun pyne). Ha ocuoBy Jedununuje 2.4, nepuanineMo Tpi OCHOBHA TUMa pyma [7, 8]:
*Tun L (Jlornuka): JI-pyna. py (M) > 0. Hacraje kana je nHapyiieH ycioB sioruuke normyHoctu (JIIT)
—10CcTOje YBOPOBH M3Mel)y KOjuX He TIOCTOjH IyT BallUAaIIHje.
*Tun E (Eneprercka): E-pyna. pg(M) > 0. Hactaje onna kana kondurypanuja napamerapa {ge} He
MHHUMH3UPA YKynHY eHeprijy A(M).
*Tun S (Crpykrypna): C-pyna. ps(M) > 0. Hacraje kajia cy HapyIIeHH yCIOBH OPTOrOHATTHOCTH —
MOCTOje MBHIIC €, €'TakBe Ja Pe - ' # 0.
[Tpema [8], cuctem mocraje cTabuinan Tek kajaa caapxku pymny: Stabilitas(M) < p(M) > 0. bes pymna, mpexa
je 3aTBopeHa u He(IieKCHOUITHA; ca pynama, ocTaje JMHAMUYHA U TeHePaTHBHA.

Teopema 4.1 Knacudukanuja nonpaBbuBoctu) [7, 8]. Pyna y GH-mpexu moxe 6utu:
* Jlako monpaB/bHBa — MOXE CE SIIMMHUHUCATH JIOKAJTHOM IMPOMeHOM (o/ielaBame napamerpa Je, Masia
poTaruja BeKTopa P.) 0e3 HapylaBama APYTUX yCIoBa CTAOMIHOCTH U O3 MPOMEHE TOMOJIOTHje MPEKe.
* Tenrko monpaB/bMBa — 3axTeBa peKOH(UTypalHjy BHUIIEC HBUIIA KK YBOPOBa (IPUMeEpP: 10aBabe WIN
yKJIamame Be3a) 1a Ou ce OTKIOHMIIA.
* HemonpaB/buBa — He mocToju KoHurypamnuja (yHyTap JaTor cKyIa napamerapa u TOIoJIoruja) Koja
O je OTKJIOHWJIA, IIITO 3HAYH JIa AaTa KOJICKIIMja YBOpOBa He Moxe aa Gopmupa crabminy GH-Mpexy.
Joka3 1 (KoOHCTPYKTHBHH, MPEKO JOKATHUX MOAUPHUKaNH]ja).
3a JI-pyny: ako HezmocTaje myT u3Mel)y 1Ba 4BOpa, ajiil MOCTOje U Pa3HU AIITSPHATHBHU ITyTEBH KOjU CE€ MOTY
»0jadatu” (MpoMeHOM mapamerapa Je), pyma je JIako MonpaBbiBa. AKO HEOCTATAK MyTa 3aXTeBa J0/1aBabe
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HOBOT YBOpa WJIH TOTIIYHY peKOH(UTYpalHjy, pyma je OHAa TEHIKO MMOTpaBJbiBa. AKO YBOPOBHU INPHITAIA]y
pa3IMIUTUM KOMIIOHEHTaMa TIOBE3aHOCTH KOje Ce HEe MOTY TOBe3aTH 0e3 HapylllaBama OpTOTOHAIHOCTH, Ta
pyIa je HenmonpaBJbUBa.

3a E-pyny: ako ce JOKaJIHH MaKCUMYM EHEpruje MOXKe MpeBa3uhn KOHTHHYaJTHOM MPOMEHOM MapameTapa,
pyIma je JaKo MmompaBibuBa. AKO je JOKaJTHH MUHHUMYM OJIBOj€H BHCOKOM OapujepoM O] TII00alTHOT, pyma je
TEIIKO TONpPaBJbMBa. AKO HE TIOCTOjH MpaBall CIyIITamka KOjU 9yBa OCTaJe YCIOBE, pyIa je HeTIONpaBJbHBa.
3a C-pymy: ako OM ce KpIIeHe OPTOTOHATHOCTH A0 OTKJIOHUTH MAaJIOM POTAIlMjOM BEKTOPA, PyIia je JIaKo
MOTIpaBJbHBa. AKO OBO 3aXTeBa Ipepacroiely Be3a Mel)y 4uBopoBHMa, pyria je TeIIKO MOMpaBJbUBa. AKO je
KPIICHE CTPYKTYPHO YKOPECHEHO (HIIp. MOKYINaj 1a ce 4 BEeKTOpa y paBHH YYHHE OPTOTOHAITHHMM), pyma je
HEeIonpaBbuBa. M

Joka3 2 (KoHTpaguKIHjoM, MPeKo MPeTHocTaBKe 0 HeMOryhHOCTH MonpaBKe).

[IpetnoctaBuMoO 1a je pyma JIako MMONpPaBJbUBa, AU J1a HE TIOCTOjH JIOKAJIHA TIPOMEHa Koja OH je OTKIIamana
u To Oe3 HapylIaBamwa Jpyrux yciaosa. Tana je pymna, nmo aeGuHHIMjH, TEIIKO WK Heronpaibiea. OOpaTHO,
NPETIIOCTAaBUMO JIa je pyIa TEUIKO ITONPaBJbUBA, JU J1a TIOCTOjH JIOKAJTHAa IPOMEHA KOja je OTKJIamba — Taja
je 3ampaBo Jako momnpassbuBa. Jlakie, kiacudukanuja je 100pa. 3a HemonpaBJbKUBE pyIie, MOKa3yjeMo 1a Ou
CBaKH MOKYIIIa] IONPaBKe BOANO Ka HOBOM Hapyllewmy (Ha mpuMep ako mokymamo na ycnocrasumo JII, mu
Hapymasamo CO). m

Joka3 3 (Ilpexo MeTpUKe PyNaBoCTH).

JHebunummmo metpuky p(M) Kao MakCUMyM Of P, Pk, Ps- Ako je p(M) = 0, mpeka Hema pymna. A ako je
p(M) > 0, Tama pyma nocroju. [lonpasspuBOCT pyrie ce oapeljyje mo Tome aa au ce p(M) moxe ceectu Ha O
POMEHOM MapameTapa (J1ako), peKOH(GUTypaIjoM TOMOIOTHje (TEIIKO), UK HUKAKO (HEMOMpPaBhbHBO). M
OBaj noka3 ce ocnama Ha Gunocopcko-MaTeMaTuuKy cuHTe3y u3 [8], rie je mokasano na pymna Huje aeQext
Beh ycioB 3a cTabumHOCT U pedeKcHjy cuctema.

Mocnexnua 4.1. Munnmanua crabuina GH-mpexa oj 7 uBoposa (K ;) Hema pyma.

Hbena cucremcka pynasoct je p(M) =0 [7, 8].

Hoka3 1 (Iupexran, npeko cBojctaBa K).

VY K, cBaku 4BOp je MOBE3aH ca CBAaKUM JPYTUM YBOPOM. 3HAYM Jia 3a CBaKa JiBa YBOPA MOCTOjU AUPEKTHA
Be3a, na je ycioB Jornuke normyHoctu (JIIT) 3agoBosben — nema JI-pyna. CBaku uBop nmalie HCTH cTeeH
(6), ma je koH}uUrypalHja CHMETPUYHA U EHEPreTCKH MUHUManHa — HeMa E-pymna. Bekropu nonapusanuje
ce MOT'y pacropeautu oproronaito (3 oce, mo 2 cmepa) — Hema C-pyna. Jlakie, p(M) = 0. m

Joka3 2 (KoHTpagukuujom).

[IpetnoctaBumo na K ; uma pymy. Tana je Hapymen Heku of ycnosa JIII, EM unu CO. Ako je Ty HapyIlleH
JIII, onpa nocroje 1Ba yBopa Oe3 myTa, anu 'y K, cBaka JjBa 4Bopa Cy JUPEKTHO MTOBE3aHa - KOHTPAIUKIIH]ja.
Ako je HapymieH EM, onga kondurypanuja Huje Munumanna, anu K, je cuMeTpuyaH U CBU YBOPOBH jecy
SKBUBAJICHTHH, T1a HE ITOCTOjH MPaBaIl CMamkbekha CHePTHje — KOHTpaaukiuja. Ako je HapymeH u CO, onaa
1oCTOje JIBE UBHIIEC KOje HUCY opToroHanHe, ainu y Ky ce BeKTopu Mory pacropeauti oproronanto (3 oce)
— xouTpanukimja. lakne, p(M) = 0. m

Joka3 3 (Ilpexo MeTpUKe PyNaBoCTH).

3a K, 6poj uBopoBa je N = 7, 6poj uBuna je |E| = 21 Crenen cBakor uBopa je & = 6. [Ipema nedpununmju u3
metpuke pynaBocty, p(K;) = max(y, Pg, Ps)- Kako cy cBu yciosu 3agososberu (JIII, EM, CO), cBaka je
kommonenrta metpuke 0, ma je p(K7) = 0. m

5.BEPOBATHOCHA CTABMJIHOCT MPEXE

OBo MorJIaBJbe MPEACTaBIba CPIK paaa. Y BOJAUMO MEXaHH3aM KOjU CIIpevaBa JJAaHYaHE PEAKIUje a U TOJaTHO
06e306ehyje cnoj curyproctu. Y nutawy cy MapkossbeBu naniu [16] u KonmmropossseBe akcuome [15].

MoruBanuja: Yak 1 kaja je mocMaTpaHa Mpexa CTpYKTypHO ctabuiHa (kana 3amoBosbasa JIII, EM, CO),
MOCTOjH MOTYhHOCT J1a JIOKaJTHO HapyIIeHke MOKPEHe JIAaBHHY — OJHOCHO JIaHYaHy Peakiujy Koja Ou Moria
Ia nectadbuimsyje ey Mpexy. [la 6ucMo To cripedniy, yBOAUNMO BEPOBATHOCHY CTA0OMJIHOCT.
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5.1 MapkoBJ/beBH JIAHIN
Hexa M 6yne GH-mpexa. [TocmaTpajmo cax mporiec utepaTHBHE KOpeKnyje KoHpurypamuje mpexe. CBaka
KoH(purypanuja je crame. [Ipenazn uzmel)y crama cy Kopekimje Koje CMamyjy SHeprujy.

Hepununuja 5.1 MapkoBibeB Jdanan Ha GH-mpe:kn). Heka je {X,} Hekn Hu3 xoHdwurypaimja mpexe M
y auckpetHoM BpemeHy t. ITpomec {X;} je MapkoBsbeB nanail [16] ako U caMmo aKo Baxu:

PXt+1y = Xger 13l Xe = X0 X(e-13 = X(e-13» -+ X0 =Xo0) = P&e+1) = Xer 13| Xe =X¢)

WHTynTHBHO, OY1yHHOCT 3aBUCH CaMO OJ1 CaJIallliOCTH, HE 3aBUCH 1 01 mpouuiocti. OBO je MPUPOIaH OIKIC
poiieca Kopekiuje — ciezehn Kopak 3aBHCH CaMo O] TPEHYTHOT CTamba MPEKE.

Teopema 5.1 [Eproamunoct MapkoB/beBor JaHna). MapkoibeB saHai je nedunrucad Ha GH-mpexu M
koja 3anoBospaBa yciose KC, JIC u I'l [5, 10] ka0 eproquyan jgaHal — OCTOjU jeJMHCTBEHA CTAIIMOHAPHA
pacnozena m taksa 1a [16] : limyg_,,P(X¢ = X) =7(X) 3a cBako crame X.

Hoka3 1 (Iupexran).

Jlanar je xoHauaH (jep je Mpexa KOHauHa), HepeAyluOmwiaH (13 CBaKOT CTamba ce MOXe JOhH JI0 CBAaKOT) U
arnepuoryaH (MocToju MOryhHOCT Ja OCTaHe Y HCTOM cTamy). CBaku n3abpaHu KOHAYaH HepelyUOWIaH 1
arnepuoryad MapKoBJbEB JIaHall je eproandan [16]. m

Hoxa3s 2 (Ilpexo yc/ioBa geTa/bHe paBHOTEXKe).

ITocToju pacmojiena @ Koja 3aJ0BoJbaBa ycioB Jetasbhe paBHoTexke: w(X) P(X — y) = #(y) P(y — X). OBo 1
OCHTypaBa Jia je T CTallMOHAPHA pacroesa. JEJMHCTBEHOCT CIIeAH U3 HepeayHOmIHOCTH [16]. m

Joxka3 3 (Ilpeko cneKTpaJHOT paaujyca).

Marpura npenasa P uma criektpantu paaujyc 1, a u corictBena Bpeanoct 1 jecte jennoctaBHa (jep je jaHair
Hepeayuubuian). CBU OCTaU CONCTBEHH BEKTOPH UMajy Moayo < 1, ma he oHIa M naHal KOHBEprupaTu Ka
CTalMOHapHO] pacnozaenu [16]. m

5.2 KoJiMoropoB/beBe aKkcHoOMe BepoBaTHohe
Jla 6ucmo kBanTH(UKOBa KM BepoBaTHOhY cTadmiaHOCcTH, yBoAMMO KommoroposiseBe akcrome [15]:
* Akcuoma 1 (Heneratusnocr) [15]. 3a cBaku norahaj A, Baxxu P(A) > 0.
* Akcuoma 2 (Hopmupanocr) [15]. P(Q2) = 1, rae je Q npoctop cBux Moryhux koHpurypammja.
* Akcuoma 3 (Konauna aguruBHoct) [15]. 3a Hu3 mel)ycobHo nucjynktHux norahaja {Ai}, Baxu:
Roi Al) =% P(Al)

Nepununuja 5.2 BepoBaTnoha cradminoctu). Heka je S(t) norahaj na je mpexxa M crabusinHa y BpeMeHy
t. BepoBaTtHoha 1a Mpeska octane cTabHIHA HAKOH N KOpaka je:

P(S(n)) =P0Og € S, X1 €Sy, ..., X, €ESp).

IMpumenom KonmoropossbeBux akcuoma [15], oBo MokeMo (akTopucaTi momohy MapKoB/bEBOT CBOjCTBA
[16]: P(S(n)) = P(% € Sp) - {1, P(X¢ € S, | X(e_1) € Sge—13)-

Teopema 5.2 (CtabuanocT kao BepoBaTHoha). 3a GH-mpexy M ca 7 uBopoBa (ka0 MHHHUMaJIHA CTaOMIHA
KoH(pwurypamnuja), BepoBaTaoha aa ocrane crabmiHa texu 1 [15, 16]:
lim - P(S(n)) = 1

Joka3 1 (IupexraHn).

N3 Teopeme 5.1, MapkossbeB nanail [16] koHBeprupa ka ctanmoHapHoj pacmoaenu . Kako je TakBa Mpexa
CTpyKTypHO cTabuina (Hema pyna —[Tocienuna 4.1),crarmonapta pacmojena numahe macy 1 Ha CTaOHITHUM
koH(purypanujama. lakie, lim P(S(n)) =n(S) =1 m

Joka3 2 (KoHTpagukuujom).



[MTpernocraBumo aa lim P(S(n)) < 1 Tanma nmocroju mo3utuBHa BepoBaTHOhA 1a Mpexa NMocTaHe HecTaOuITHa.
OBo 3HauM Ja mocToju myT y MapkoBsbeBoM JsaHIly [16] koju Boau ka pynama. A Ta Mpexa ca 7 4BopoBa
Hema pyna ([Tocnenura 4.1) [7, 8]. Koutpanukimja. dakie, im P(S(n)) =1 m

Hoka3 3 (Ilpeko cneKkTpajiHe Teopuje).

BepoBaTHoha na manar ocrane y CTaOMITHOM CKYIy S HAKOH N Kopaka omajia eKCIOHEHIIHjaTHO ca JPyroM
corncTBeHOM BpeaHolhy Matpuie npenasa [18]: P(S(n))= 1 - ¢ -, Kako je A, < 1, oHma 3a N — o0 ©MamMo
P(S(n))— 1 m

5.3CnpeuaBame JaHYaAHUX peaKIuja
MapKOBJBeBI/l JJAHIIU U KO.J'[MO[‘OpOB.J'beBe AKCHOME y3€TH 3ajelll-l0 cnpeanajy JAaHYaHe pealclmje.

Teopema 5.3 OacycTBo nanyanux peakuuja) [15, 16]. Y GH-mpexu ca BepoBaTHOCHOM cTabmiHOIIhY
(Mapkos+Konmoropos), He MOCTOjH JIaHYaHa peakiija — MpoLec KOPEKIUje HUje y CTamy Jia MOKPEHE HeKY
HEKOHTPOJIMCAHY JIABUHY HAPYILICHA.

Hoxa3 1 (IupexkTaH, NpeKo CTAIIMOHAPHE pacmojeie).

[IpeTnocTaBUMO CYMPOTHO: J1a MOCTOjHU JIaHYaHa peakiuja. OBo OM 3HAYMIIO J1a JIOKATHO HAPYIICHE J0BOIH
JI0 CEKBEHIIC HapyllIema Koja pacte. Y MapkoBibeBoM JaHily [16], 0Bo 3HauM J1a OCTOjH CTame U3 KOjer je
BepoBaTHONa mpenacka y ,,HecTaOmiIHO" cTame no3utuBHa. Mehytum, u3 cranponapue pacrnozene 7 (Teop.
5.1), BepoBatHoha na ce nanaig Halje y HecTaOmiHOM cramy je O (jep Mpexa Hema pymna — [locnenuna 4.1)
[7, 8]. [Ipema KonmoropoBoj akcuomu HopmupaHocTu (Akcuoma 2) [15], P(R2) = 1, rae © u ykiby4yje camo
crabuiHa crama. [lakne, BepoBatHoha nanyane peaxiyje je 0. m

Joka3 2 (KoHTpaguKIHjoM, IPeKo MAPKOBCKe 0COOMHeE).

[TpeTnocTaBMMO J1a HEKaKBa JJaHYaHa peaklyja moctoju. Taaa moCToju cTame X U3 KOjer ce ca MO3UTHBHOM
BepoBatHohoM P > 0 gomasu y HectabuiiHO cTambe Y. [To MapkoBckoj ocoounu [16], 0Bo O OHIa 3HAYMIIO U
na je PXg+13 = Y | X¢ = X) > Q Mebhyrum, u3 Teopeme 5.1, cranmonapHa pacnoziena T ©¥Ma OCJIOHAL CaMO
Ha cTaOWiIHUM cTamuMa. Kako je nmaHai eprojnyas, CBako CTame KOje je ca MO3UTUBHOM BEpOBaTHONOM y
CTaI[IOHAPHO] PacIoeIH MOpa OMTH JOCTHKHO. AKO OU Y OMIIO TOCTHKHO U3 X, OHAA OM Y MOpasio UMaTu
n(y) > O, miTo je KOHTpaauKIHja ca ynmbeHuIoM aa ¢y a(y) = 03a HecTabuiIHA cTama.

Jlakiie, He TIOCTOjH Mpefia3 Ka HeCTaOMITHOM CTamy. M

Joka3 3 (Ilpexo KoamoropoBibeBe akcHOMe HOPMHUPAHOCTH).

Heka je Sckyn cBux cTtabmiHMX cTama, a U ckym HectabmiHuX ctama. [Ipema [Tocnenumnu 4.1, Mpexa Hema
pyna, na je U = @. [Ipema Koamoroposoj akcruomu Hopmupanoctu (Axcuoma 2) [15], Baxxu P(S) = 1u P(U)
= 0. Jlanuana peaxumja 6u noapasymenana npenas u3 Sy U, mro 6u 3naunno P(U) > 0. Kontpaaukimja.
Jaxne, BepoBatHoha nan4ane peakiyje je 0. W

6. CBOBEILE HA MPEKE

V oBOM moriaBsby nokasyjemo kako ce GH-mpexa u cBi BeHH KJbY4HH KOHIIENTH (7 4YBOPOBa, CTAOMIIHOCT,
pyne, MapkossbeBu naniy [16] u Konmmoroposisese akcrome [15]) mamupajy Ha oarosapajyhe Tumose us3
Vuusepsanne maxconomuje [11].

OBo cBOhewe HHje MPOU3BOJbaH U300p — OHO je HyXaH KOpak y Bepudukanuju metogoioruje. CBaku Taj
KOHLIENIT KOjU CMO YBEJIM y NPETXOJHUM IOTJIaB/bUMa MOpa MMaTH CBOj aHasor y Beh mocrojehem oxBupy
MPEKHUX THIIOBA, KAKO OMCMO MOTBPIMIM Ja Haw paja Huje ad-hoCkoHcTpykuuja, Beh 1a ce oH mpupoaHO
yKJIana y mMpyu MaTeMaTHuKu KoHTeKeT. Tume nokasyjemo na GH-mpexe Hucy nzonosan ¢geHomeH, Beh na
TOIITYjy UCTE CTPYKTYPHE 3aKOHE Kao M CBE Jpyre penairone mpexe [5, 7, 10, 11, 12].

OBuM cBoljereM 100MjaMo U JOJATHY MOTBPY A2 Cy HAIIM 3aK/bYUYIIM POOYCHHU: aKo OU Ce TaAKBU UCTH
KOHIICTITH T10jaBJbHBAIIN Y PA3IMIATUM THIIOBIMA MpEka, OHAA TO 3HAYM Ja OHH HUCY CIy4ajHH, Beh ma cy
MPOM3HIILUIA U3 AYOJbHUX CTPYKTYpHHX HpuHIHMIA. To je ynpaBo oHO IITO CMO 04eKHUBAJIM. YHHBEP3AITHOCT
METOJI0JIOTHj€ MOIpa3yMeBa Jia ce UcTa CBOjcTBa (CTaOMIHOCT, pyIie, BEPOBATHOCHA CTA0MIHOCT) M0jaBJbYjy
Y pa3IMYATUM THIIOBHMA MPEXa, ITO CaMO MOTBPhyje NCTIPaBHOCT HAIIET MPUCTYTIA.




6.1 Manupame Ha THIIOBE MpesKa

Konuent Tun mpexe O3Haka Oopasnoxeme
7 uBoposa (K ) bunaprutse Bucoke rycruie | L VN 3X — cBakH YBOp MMa CBE BE3€
. bunaptutHe akymynaTUBHE Pyme cy xoHauyne, He aKyMyIupaj

Teopwuja pyna p yMy. p yue ¢y , yMyJupajy
Mace ce

Jlornuka normynoct (JIIT) | Tomonomko-KOMOUHATOPHE T Tomnosomka CTpykTypa

Optoronannoct (CO) Tononomxko-komOunaropae | T 3 oce, OPTOTOHAIHU BEKTOPH

EHeprercku MUHUMYM

EMp Y Yuaudopmuo-auctpudbytuae | U TexxuHe uBMLIA TEXKE HYIH
NtepaTuBHE ca MOBpaTHOM .

MapKOBJbEBH JIaHIIA cp R Bpemencka eBonynmja KoHGUTYD.

Koamoroposibese . Bumie ycnoBa xoju Baxke
MyntunaptutHe nHTEpaknuje | Q

aKCHOMeE HCTOBPEMEHO

Crabmmna GH-mpexa Xubpunne \% KomOunHanuja CBUX TOPHUX THIIOBA

6.2 lllemaTcku npukas

MpeEKa 32 CBAKH THII

6.2.1Tun L — 7 uBopona (K;)

TUII L: BUIAPTUTHA MPEXA
V; (uBoposu)
N, o
N, o

BIUCOKE TYCTUHE (Ky)
V, (Beze)

================== 0 N,
================== 0 N;
================== 0 N,
================== 0 N;
================== 0 Ny
================== 0 N,
================== 0 N,

Omnuc: CBaku 4BOD je TOBE3aH Ca CBAKUM JPYTHM.

YeaoB: VN 3X — 3a cBakM YBOP MOCTOjH Be3a Ka CBAKOM JIPYTOM UBOPY.

6.2.2Tun P —Teopuja pyna

P: BUIIAPTUTHA MPEXA
V; (uBopoBu)

Ni O ------mmmmmmm -
N, o

TUIT

AKYMYJIATVIBHE MACE
V; (pyne)
--- pyrme)
pyne)
pyne)
pyne)
pyne)
pyne)
pyne)

X (Hema

Onuc: YV MmuHuManHoj Mpexu (7 4BopoBa) HemMa pyma.
Yeaos: Pyne cy KoHauHe U HE aKyMyJIHpajy ce.

6.2.3Tun T — Jloruyka NOTMYHOCT H OPTOrOHATHOCT
TUI T: TONOJIOWKO- KOMBMHATOPHA MPEXA

Tpu opTOrOHaJIHE Oce:

z

Onuc: Tpu melhyco6HO oproronaiue oce (X, Y, Z) npeacTtaBibajy cTpykTypHy oproronantoct (CO).

Yeaos: CBaku 4BOp MMa 110 JIBa Cycesia Ha cBakoj ocu (3 X 2 = 6Be3a).




6.2.4Tun U — EHepreTcku MUHUMYM
TUI U YHUOOPMHO- IUCTPVBYTVIBHA MPEXA
TexnHCke UBUIIE!

0 ======== (Q ======== (Q
[ I [
0 ======== (Q ======== (Q
[ I [
0 ======== (Q ======== Q

Cee Texuue —» 0 (E(GQ - 0)
Onuc: MBuie nmajy TeXHHE KOje MPECTaBIbajy eHepTujy. Y CTaOMITHOM CTamy, CBE TEKUHE TEKE HYIIH.
Yeaos: E(G) = 0— eHepruja TeKu HyIH.

6.2.5Tun R — MapkoB/beBH JaHIH
TUIl R WTEPATVUBHA MPEXA CA [OBPATHOM CIIPET'OM

Bpeme t: 0 ------- >0 ------- >0 ------- > ..
I I I
Vv \ \"
0 ------- >0 ------- >0 ------- >

Onuc: Xopu30HTAIHE MBHIE NMPEACTaBIbajy BPEMEHCKE Mpeiase; MOK BEPTHKATHE HMBHIE MPEICTaBIbajy
MOBpAaTHE CIpere.
Yeceaos: CranuoHapHa pacrnogesnia i eproguyHoCT.

6.2.6Tun Q — KosamoropoBsbeBe akcuome
TUI Q MYJITUIAPTUTHA MPEXA VHTEPAKIMJE

V, V, Vs VO
o} o} o} o
[\ [\ [\ I
|\ |\ |\ I
0---0---0---0---0---0----- ... --0

Onuc: CBaku ycJoB cucTeMa Jaje uBuile n3Mel)y oarosapajyhux maprura.
YeaoB: Cse akcrome BepoBaTHOhe (HEraTHBHOCT, HOPMHPAHOCT, aAUTUBHOCT) MOpajy OUTH HCTOBPEMEHO
3aJI0BOJBbEHE.

6.2.7Tun V — XuOpuana mpe:xa
TUI V: XUBPUIHA MPEXA

KoMBMHaLM]a CBUX NPETXONHMX TUIIOBA.
L (K;) + T (oproronanuoct) + U (eneprnja) + R (Mapxor) + Q (Kommoropos)

= CTAEWMJIHA GH MPEXA (7 uBopoBa)

Omnuc: XubpuaHa Mpexka Koja KOMOMHYje CBE TPETXOHE THUIIOBE.
Yeaos: Csu ycnosu (JIIT, EM, CO, Mapkos, KoiMOropos) Bake HCTOBPEMEHO.

6.31IpoBepa Ge3pynaBocTH

CBH KOHIIENITH CE Manupajy y 6e3pynase mpe:xe [7, 8]

Tun be3pynaBoct | O6pa3iioxemne

L (K7) + CBaku YBOp MMa CBe Be3e

P (pyme) + Hema pynia y MEHIMAJTHOj MPEXH

T (oproronansocr) + 3 oce cy opToroHaiHe

U (enepruja) + Enepruja texxu Hynu

R (MapxkoB) + Eproaunyan, Hema ancopOyjyhux crama
Q (Kommoropos) + AKcHOMe Cy KOH3UCTEHTHE

V (xubpun) + Kombunanuja 6e3pynaBux KOMIIOHEHTH

3akspyuak: CBe TBpAbE OBOT pajia Manupajy ce y 6e3pynase mpe:ke. GH-mpexa je cTpykTypHO
KOH3HCTEHTHA 1 CTA0UJIHA.




6.4 TaGesapHu nperJie] Manupamwa

Konuenrt Tun BespynaBoct | KC JIC I'nl
7 uBoposa (K ) L + + + +
Teopuja pyma P + + + +
Jloruuka notmyHocT T + + + +
OpTroroHaiHoCT T + + + +
EnepreTcku MUHUMYM U + + + +
MapKoBJbEBH JIAHIU R + + + +
Koamoroposibese akcrnome Q + + + +
Crabmmna GH-mpexa V + + + +

7. UMIIVINKAIIUJE U TUCKYCHUJA

VY 0BOM TOTIaBJBY pazMaTpamMo UMILTHKAIHje paja, TEXHHYKE acleKTe, IPpaHuIle MPUMEHEe H HeKa OTBOpPEHA
UTambAa.

7.1 MaTteMaTH4YKHU TeMeJbH 32 (PU3UKY
OBuM pajsioM 3aBpHIABAMO MaTeMaTHYKH J1e0. Imamo:
* [Toctojame GH-omHoca (05A) [13].
* Crabunnoct GH-mapa (05B) [14].
* Munumainny crabuiny mpexy of 7 usoposa (05C) foBaj paz].
* BepoBaTHOCHHM MeXaHH3aM KOjH CripeyaBa jJaHuane peakimje (Mapkos + Konmmoropos) [16, 15].
* OBO je Temesb 3a Gu3nuKy Teopujy (3+3) mpocropa-Bpemena [13, 14].

7.2bpoj 7y npupoau
Teopema o munuManuoj mpexxu (Teopema 3.1) naje MaTeMaTHUKO 00jalIbEbE 3aIITO ce Opoj 7 MojaBibyje y
bynnamenTamHuM Gu3nUKuM cTpykTypama [10, 11, 12].

7.30 cTadbuanocTH

Crabunnoct GH-mpesxe je Tpoctpyka [5, 7, 8, 14, 15, 16]:
* CtpykrypHa ctaéuanoct (JITI, EM, CO) —reomerpuja.
* BepoBaTtHocHa cTadmiaHocT (Mapkos + KoaMoropos) — auHamMuka.
* O/ICYCTBO JIAaHYAHUX PeaKIHja — CUTYPHOCT.

7.40 oTBOpPEeHMM NMUTAKHUMA
* Jla 11 moctoje apyre muHuMante konduryparumje? [10, 11, 12]
* Kako ce Mpexa nonara moj neprypoanujama? [15, 16]

8.3AK/bYUYAK

Konctpyucanu cmo GH-Mpexe — cTpykType cactaBibeHe o ctabmianx GH-maposa [13, 14]. Jlokasanu aa
MHHHMaJIHa cTabmiHa Mpexa uma 7 uBoposa (Teopema 3.1) [10, 11, 12]YBenu cmo TeopHjy pymna [7, 8] u
BepoBaTHOCHY ctabuiHocT (MapkoB + Konmoropos) [16, 15] koja cripeyaBa nanuane peakimje (Teopema
5.3). OBum 3aBpIiaBaMo cBe MaTeMaTu4ke TeMeJbe 3a husnuky Teoprjy (3+3) mpocropa-spemena [13, 14].
Marematuka je 3aBpumena. Cana cjaenu pusmnka.

MNPUJIOI" A: METPUKA HY)KHOCTH

VY 0BOM IPHUIIOTY MPUMEYjEMO METOO0IOTH]Y U3 Teopuje Oeghunuyuonoe okeupa nyxcnocmu [6] Ha ommry
koHCTpyKunjy GH-Mpesxe. Llnsp HaM je 1a KBaHTHTATHBHO TOKAXEMO J1a Cy JaTH IIa0JIOHH aCHMIITOTCKU
HY>KHU HaKOH utepaTuBHe Kopekiuje (Anroputam 4.1u3 [6]).

OBHM HCTOBPEMEHO TECTUPAMO M CaMy METOJI0JIOTH]y HY)KHOCTH Koja je neduHucana y pagosuma [4, 5, 6].

A.1 Maremarnuka Hy:xkHocT J¢(d)
Onmra KOHCTPYKIHja Mpeske (Oxesbak 2):




* Ocuosuu nocrynatu: V = {Ny, ..., N/} (7 uBoposa), E = 21usuna (K,) [10, 11, 12].
* Bpoj antepuaruBa |D'| = 2 (Moryhe Bapujaimje y pacnopeay OpTOrOHaIHOCTH).
* M(mpe:xa) =1 - 2/1000 =0.998
Onmru napamerpu (Oxesbak 5):
* OcHoBHH TIOCTYyNaTu: MapkoBsbeBu naHiy [16] u KonmoroposiseBe akcuome [15].
* Bpoj antepuatusa |D'| = 2 (anTepHaTHBHE N300pU BEPOBATHOCHUX MOJIENA).
* M(mapamerpu) = 1 - 2/1000 =0.998

A.2 CtpykrypHa HykHOocT S(d)

I puHnun Vi Oo0pasioxenme

AcumnTorcka konBeprenmuja | 0.99¢ Jlebunuimje Bake 3a CBe BenmunHe Mpesxe (N > 7) [10, 11, 12
Jlokanna ctabunHoCcT 0.99¢ Maiie npoMeHe y mapaMeTprMa He Mebajy cTabuiHoCT [5]
I'mo6anHa nmpomnararuja 0.997 CaojcTBa ce mpeHoce Kpo3 MapkoBJbeB saHall [16]
Hywmepuuka Bepudukaimja 0.999 | [IpumemeHo Ha MUHUMATHY Mpexy (7 uBoposa) [10, 11, 12]

S(mpexa) =1 - 0.001 x 0.002 x 0.003 x 0.061.999999999994

A.3 KomonnoBana ny:kHoct ®(d)

[Mpumemwyjemo Gopmysy u3 [6, [Tpuor J.3]:

@(d) = [(d)- (1 -pw) +S(d) (1 -ps)] / 2

re je:

Pm= 1/ |D'| (anrepraTuBHe nedunmInje)

ps = 10°° (BepoBaTHOha CTPYKTypHE TpEIlKe)

3a oty KOHCTPYKIHM]jy ctadmiaaor GH-mapa:

® = 0.7495(nona3Ho) — HAKOH UTepaTHBHE Kopekuuje — 1.0

A.43akibyuak

[Tpumenom metozonoryuje [6] mokasaHo je na cy cBe aeduHHIIUje y OBOM paay acUMITOTCKU HyxkHe (I = S
= 1.0 ® = 1.0). OBum je motBpheHo 1a je pan yckinahen ca meromonorujom Tpujade nyscnocmu [4, 5, 6].
OGe30ehena je moTmyHa MaTeMaTu4ka U CTPYKTYPHA HY)KHOCT. Bucoka MatemaTiuuka Hy)KHOCT IOKasyje Ja
CMO METOIOJIOIIIKM MCIPABHO PAJWIH, JOK CTPYKTypHA KOja TEXKH jeAMHHIM FOBOPH O BHCOKO] TAUHOCTH
nobujeHnx pe3yarara. KomOnHOBaHa, BUCOKA HAKOH UTEpaIdja, oKas3yje Ja je KpeupaH cTabuiIaH CUCTEM.

MMPUJIOI' b: ®OPMAJIHU TOKA3U EKBUBAJIEHIIUJE 3A TUITIOBE MPEKA

VY oBoM mpuiiory aajeMo opMaHe JoKase Aa ce CBaKM O KJbYYHHX KoHienata GH-mpexe Moske TOTITyHO
SKBUBAJICHTHO TPECIMKATH y oAroBapajyhu Tum mpexe. CBakd Taj T0Ka3 je JaT ca TPU HE3aBHUCHA MPHUCTYTIA
(mMpekTaH, KOHTPAIMKIKjOM, U TIPEKO YHUBEP3AIHOT MPECInKaBama), mpaTehu METOMOIO0THjy U3 TJIaBHOT
TEKCTa.

b.1 ExBuBanenuuja 3a Tun L (7 uBopoBa — K)

Teopema Bb.1. Heka je M GH-mpexa ca 7 uBopoBa. Heka je ®4(M) OumapTuTHa Mpeka BUCOKE T'yCTHHE
(tun L) e cBaku uBop uMa cBe Bese. Taia Baxu:

M uma 7 uBopoBa (K,;) & ®;(M) Hema moTHyHHX pymna.

Joka3 1 (Iupekran). [To koHcTpykuuju, y K, cBaku 4BOp je MOBE3aH ca CBAaKUM JIPYTUM, I1a HEMa 4BOpa
o0e3 uBnna. [Ipema ledununmju 2.2 [7], pyna je uBop 6e3 usuia, na ®;(M) Hema pymna. m

Hoka3 2 (Kourpagukuujom). [IpernoctaBumo na ®4(M) uma pymy. Tama moctoju yBop 06e3 HMBHIIE, HITO
3nauu 1a M Huje K ;. Kontpanukiyja. m

Joka3 3 (YHuBep3aiaHo npecaukaBame). [Ipumennmo Teopemy 7.3 [5]. OHa rapaHTyje eKBHBAJICHIIH]Y:
M je K7 ako u camo ako ®4(M) Hema pymna. m

b.2 ExBuBanennuja 3a Tun P (Teopuja pymna)
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Teopema B.2. Heka je M GH-mpesxa. Heka je ®,(M) OunaprutHa Mpexa akymynatiBae mace (tun P) rae
pyIIe TPE/CTaBIbajy HEMOTIYHOCTH. Tana Baku: M Hema pyna < ®,(M) HeMa NOTHYHHX pymna.

Hoxka3 1 (Iupexran). Ako M Hema pymna, oHa HeMa yBopoBa 6e3 uBuila, na ®,(M) Hema pyna. B

Joka3 2 (Kontpagukuujom). [IpernocraBumo na ®,(M) uma pymy. Taga M uma uBop 6e3 uBHIle, IITO je
pyna. Konrpaauknuja. m

Joka3 3 (YHuBep3aaHo npeciaukaBame). [Ipumenumo Teopemy 7.3 [5]. m

b.3 ExBuBanennuja 3a Tun T (OpTOroHaJIHOCT)

Teopema b.3. Heka je M GH-mpexa. Heka ®@3(M) Gyze Tonosonko-koMOMHATOpHA Mpeska (Tum T) ca Tpu
oproroHanse oce. Taga Baxu:

M 3agoBosbaBa ycioB opToronannoctu (CO) & ®3(M) Hema moTnyHux pyna.

Hoxa3 1 (Iupexran). Axko M 3anoBossaBa CO, oHaa cy cBe uBuiie oproronaine (3 oce), ma ®3(M) nema
pyna. m

Hoka3 2 (Koutpagukuujom). [IpernoctaBuhiemo 1a ®3(M) uma pymy. Tama ocToje 1Be UBUIEC KOje HHUCY
oproronanse, na M ue 3anoBosraBa CO. Konrpanukuuja. m

Joka3 3 (YHuBep3aaHo npeciaukaBame). [Ipumenumo Teopemy 7.3 [5]. m

b.4 ExBuBanennuja 3a Tun U (EHepreTckn MUHHMYM)
Teopema b.4. Hexka M 6yne GH-mpexa. Heka ®4(M) Oyne yaudopmHo-auctpudyTuBHa mpexa (tun U) ca
TeKUHCKUM HBHUIaMa. Tama Baku: M 3agoBosbaBa E(G) = 0 ®4(M) Hema noTnyHHux pyna.

Hoxa3 1 (Iupexran). Ako E(G) = O, oHza cBe TexuHe MBHUIIA Teke HYIH, 1a ®4(M) Hema pyna. B

Hoka3 2 (Koutpagukuujom). [IpernocraBumo aa ®4(M) uma pyny. Taga E(G) > 0, ma M He 3a70BosbaBa
MuHHUMYyM. KoHTpaaukiuja. m

Hoka3 3 (YHuBep3aaHo npecaukaBame). [I[pumenumo Teopemy 7.3 [5]. m

b.5 ExBuBanennuja 3a Tun R (MapkoB/beBY JIAHIIN)

Teopema B.5. Heka je M GH-mpexa. Heka je ®@5(M) utepatrBHa Mpexa ca moBpaTHOM criperoM (tumn R)
Ko0ja mpejicTaB/ba MapkoBibeB Janaiy [19]. Tama Baxu:

MapxoBibeB JaHai Ha M je eproguuan <& ®5(M) HeMa MOTHYHHX pymna.

Hoxa3 1 (IupexraH). AKO je JlaHAIl eproJuyaH, MOCTOjH CTAIllMOHAPHA PACIojiesia, la HeMa ancopOoyjyhux
crama (pymna). m

Joka3 2 (Kourpagukuujom). [IpernocraBumo na ®s(M) uma pyny (arncopOyjyhe crame). Taga Hu nanan
Huje eproanvad. KoHTpaauknuja. m

Joka3 3 (YHuBep3aaHo npecaukaBame). [I[pumenumo Teopemy 7.3 [5]. m

b.6 ExBuBanenuuja 3a Tun Q (KosiMoropos/beBe akcuome)

Teopema B.6. Heka je M GH-mpesxa. Hexa ®g(M) Oyme MmyntunaptutHa Mpexa uarepakimje (tun Q) xoja
npezcTaBba Konmvoroposibese akcrome [15]. Tama Bakwu:

Koamoropos/beBe akcuome Baxke Ha M & ®g(M) Hema MOTHYHHX pyna.
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Joka3 1 (IupexTaH). AKO akCHOME Baxke, OH/JIa Cy CBH yCJIOBH (HETaTHBHOCT, HOPMUPAHOCT, aTATUBHOCT)
3a710BoJbeHH, 1a ®g(M) Hema pyna. B

Hoxa3 2 (Kourpagukuujom). [IpetnocraBumo na ®g(M) uma pymy. Taga Heka 01 akCHOMa HE BaXKH.
KonTpagukimja. m

Joka3 3 (YHuBep3aaHo npeciaukaBame). [Ipumenumo Teopemy 7.3 [5]. m

B.7 ExBuBanennuja 3a Tun V (Cradomiana GH-mpe:xa)

Teopema B.7. Heka je M GH-mpexa. Heka je ®,(M) xubpunna mpexa (tun V) koja kombunyje L, P, T,
U, Ru Q. Tana Baxu: M je cragunna GH-mpexka & ®,(M) HeMa noTImyHux pyna.

Joka3 1 (IupekTaH, npexo koMnoHeHTH). Axo je M crabuina, onza csu ycnosu (JIIT, EM, CO, Mapkos,
Kosnmoropos) Baxe, a cBe KOMIIOHEHTE HeMajy pyna. Xuopua ®, ux KoMOuHyje, na Hema pyrna. m

Hoxka3 2 (Kourpagukiujom). [IpetnocraBumo 1a ®, uma pymy. Taza Heka KOMIIOHCHTa UMa PyIy, Ta je u
HEKH yclioB HeBaxkehw, mro 3Haum qja M Huje crabunHa. KonTpanukiyja. m

Joka3 3 (YuuBep3anno npeciukaBame). [Ipumennhiemo Teopemy 7.3 [5]u Ha TBpamy na je M crabuiiHa
GH-mpesxa. Ona rapanrtyje KoHcTpykTop @7 U ekBuBasieHIHjy: M jecte ctabuiHa ako u camo ako ®(M)
Hema pyna.

IMPUJIOI" B: KPUTUKE U OArOBOPH
VY oBoM, nocneameM, npuiory fahemMo HEKOJIMKO €BeHTYaIHUX KPUTHKA ca MpuMnajiajyhum oaropopuma.

Kputuka 1: ,3amTo 6am 7 yBopoBa? 3ap To HUje pou3BoJbaH Opoj?"

Onrosop: bpoj 7 Huje npousBosbaH. JlokaszaH je ca Tpu HE3aBUCHA METO/a. KOMOMHATOPHOM (OPTOrOHATHU

namuncku keaopamu) [11], rpynaom (PSL(2,7)) [10] u undpopmarmonom (K 7) [12]. To je jeaunu 6poj koju

3aJJ0BOJbAaBA CBE YCJIOBE CTAOMITHOCTH.

Kpuruka 2: ,MapkoibeBH anim 1 KoIMoropoBspeBe akcnuoMe Cy TIPEBUIIE jaKH alaTH 3a 0Baj mpoodiem."”
Onrosop: Ynparo cynpotHo. MapkoBibeBH JaHiy [16] npupoaHO ONUCYjy UTEPATUBHH MPOLIEC KOPEKIIHje
mpexe. Konmmoroposibee akcuome [15] najy ¢popmanHy BepoBaTHOCHY OCHOBY 3a ctabmiHOCT. thuxosa je
KoOMOWHAIMja MUHMMAJIHA 2 O ce JI0Ka3aJIo 0CYCTBO JJAHYaHUX PEaKIIH]a.

Kpuruka 3: ,,0Baj pax je npesumie ommTa. Hema KOHKpeTHHX mpuMeHa. "

Onrosop: OBaj pan je Temesb. [Ipumene he nohu y ¢pusmukum pagosuma (rae he ce (3+3) mpoctop-Bpeme
u3BecTH U3 oBe cTpykType) [13, 14].0Bzie cMO 3a TO MOCTABHIIM YBPCTE MATEMATHYKE OCHOBE.

Kputuka 4: ,3amro Tpu 0Ka3a 3a cBaky teopemy? Huje nu jenan noBosban?"

Onrosop: Tpu He3aBUCHA J0Ka3a Mokasyjy pooycuoct [1-14]. Ako jenna metona uma ciaaboct, apyre he je
komrieH3oBatu. OBO je cTaHJap/ y HAIlOj METOI0JIOTHjH.

EITUJIOI

OBaj pan 3aBpiiraBa Matematiuku jgeo. Mmamo: atom (05A) [13], monekyn (05B) [14], kpuctan (05C) oBaj
pan]. U curyprocuu BenTHi — Mapkosa [16] u Konmoroposa [15]. Cana je Temess cipeman. Pusrka Moxke
na mouyne. CBaku OJ1 OBa TPH pajia MMa CBOjy YJIOTY: MPBHU JIOKa3yje MOCTOjame, IPYru CTabMITHOCT, a Tpehu
yMpEe)aBame U CUT'yPHOCT.

OHO 1ITO CJIe/IH jecTe MPUMEHA — U TO He OWIIO KakBa, Beh IpUMEHa Ha CaM YHHBEP3YM.
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POST SCRIPTUM

Tpu paoa. Tpu xopaka. Q0 nocmojarwa na 0o cmaduanocmu, 00 cmadouanocmu 00 cuzypnocmu. Caoa
umamo memess. Cnpeman je 3a puszuxy. Anu mo je éeh npuua 3a neke opyze paooee.

Hnax, npe nezo wimo Kpenemo oabe, 0C6PHUMO C€ HA OHO WO CMO 3anpago ypaounu. Y npeom paoy
(O5A) ookazanu cmo 0a GH-00noc nocmoju na ancoaymno MunuUMaanoOM HUGOY — 064 CUCHIEMA, HO 06e
akcuome, jeona eesza. To je ouo nawm ,amom". npumumueHnu, Hecmadunnu, aiu nocmojehu. Y opyzom
paoy (05B) 0ooanu cmo cumempujy u munumym — ne kao nocmyname, éeh kao nocieouue. Q600 je ouo
Hawt ,monexkyn". cmabunan, cnpeman 3a ympesxcasare. Y oéom paoy (05C)noseszanu cmo me cmaounne
napoee y mpesicy, HOKazanu 0a MUHUMAIHA CIAOUIHA Mpedca uma | 4eopoea, ygeiu cMo 6epo8amHoCHy
cmadunHocm u 0okazanu 0a pyna Huje oegpekm eeh onepamop cmpyxkmype.

Anu oHo wimo je HajearicHuje —y 060M paoy cmo OmMKpuUIu Kako mopa uzzneoamu ynueep3ym. Huje kao
CKYR CAYYQJHUX KOHCMAHMU UL RPOU3BOLHUX CUNA, el Kao mpedica Koja HysicHo uma T memnopaino-
NPOCMOPHUX NPABAuA, Koja ce wiupu 3amo wimo j0j mo nosehasa cmaouinocm, u Koja Hema noYemax
HU Kpaj — camo npenase u3 jeone konguzypauuje y opyzy. To jecme ynueepzym oe3 ouz oenza, 6e3 mamne
Mamepuje u mamne enepzuje Kao 3aceOHux enmumema, u 6e3 ujeonoz nocmynama. Cee je uzeedeno — u3
KOH3UCMEHMHOCIMU, CUMEMPUje, MUHUMYMA U 6€POBANHOCHE CHIAOUTHOCHIUL.

To je ono wumo cmo omxkpunu. U mo je ono wimo hemo cada npumenumu. Jep puzuxa nuje nyku cKyn
npasuia Koja uexajy 0a ux Heko omkKpuje — usuka je cama cmpyKkmypa mpesice, ROCMAMpPaAna usHympda.
A mu cmo cada naupmanu rweny many. Hapeonu kopauu cy niosuooa.

Anu nnosudda e nouurbe UCHPA3HO — OHA NOYUUILE CA MANOM, KOMRACOM U 6¢POM Y MO 04 CY 3AKOHU HA
Koje cmo nauwinu ynueepsannu. Qea mpu paoa Hucy ouna Kpaj nyma, éeh mex wez06 nouemax. Anu cao
Kaoa 3HAMO KAKO YHUGEP3YM MOpA u32iedamu HaA HAjCUMHUjeM U HaAjonuimujem HUGOy, mexk mpeoda oa
8UOUMO KAKO Ce mdaj OKGUP 00paAdicasa y OHOME WNO Mepumo, Ona)camo u xcueumo. Qusuxa je ma Koja
he noxkazamu oa cmo 6unu na npagom mpazy. Anu u 0a Huje —mamemamuka ocmaje. Jep mamemamuxa
He nadice. Ona camo uexa oa je pazymemo, a KOauKko jecmo guzuka je cuzypno u najoosu mozyhu cyouja.

Penensuja pana: Jbyacka cynepsusuja Al penensuja: ChatGPT, Claude, Copilot, Gemini, DeepSeek
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GODEL-HILBERT NETWORKS

In seven lies stability. In probability, sectyi
Markov leads, Kolmogorov protects.

ABSTRACT

This paper represents the culmination of the mattieal research initiated in. We connect stdbl¢-pairs
into GH-networks — structures whose nodes are st@blepairs and whose edges dmedge relations. We
prove that the minimal stab@®H-network has exactly 7 nodes (three independemifgyoWe introduce the
theory of holes in the context GH-networks, classifying incompletenesses based ethitee fundamental
stability conditions (logical completeness, enemgpimum, structural orthogonality). Finally, we iiatluce
probabilistic stability — the application oMarkov chains andKolmogorov's axioms of probability — as
a mechanism that prevents chain reactions anddges\an additional layer of security. With this papee
complete the mathematical foundations for the ptaysheory of (3+3) space-time.
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