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КОНСТРУКЦИЈА СТАБИЛНОГ ГЕДЕЛ-ХИЛБЕРТОВОГ ПАРА (3+3) 

 
Симетрија и минимум — два стуба стабилности.    
Изведена, не постулирана. 

 
 
 

 
АПСТРАКТ 
У раду се конструише стабилни Гедел–Хилбертов (GH) пар полазећи од примитивног GH-пара [13] 
са по две унутрашње аксиоме. Додавањем по једне аксиоме сваком систему (укупно 3+3) и увођењем 
релационог дела R са три релације: међусобна конзистентност (C), симетрија (S) и минимум (M ) — 
добијамо структуру спремну за уградњу у GH-мреже. Док је C већ доказана у претходним радовима 
[1, 2, 3, 13], овде се доказују S и M  као последице GH-аксиома и услова критичне сложености. Тиме 
показујемо да сваки стабилни GH-пар задовољава инволуцију R² = I (симетрија) и његова енергија 
тежи нули (минимум). Тиме се добија стабилни GH-пар спреман за уградњу у стабилне GH-мреже 
[8, 9, 10, 11, 12]. Рад у прилозима садржи метрику нужности, свођење на теорију мрежа и критике са 
одговорима. 
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1. УВОД: ОД ПРИМИТИВНОГ КА СТАБИЛНОМ GH-ПАРУ 
Тријада GH-парова [1, 2, 3] утврдила је да се принцип узајамне валидације може имплементирати у 
различитим доменима, од аритметике до геометрије. У раду [13] конструисан је примитивни GH-
пар са по две унутрашње аксиоме и једном bridge аксиомом (модел 2+1), доказујући да GH-однос 
постоји на апсолутно минималном нивоу формалне сложености. Међутим, такав пар, иако постоји, 
не поседује уграђене механизме симетрије и минимума, који су неопходни за стабилност мреже 
приликом умрежавања. Овај рад проширује конструкцију из [13] на три начина: 

• Повећање броја унутрашњих аксиома на три по систему. Доказујемо број три као минималан  
   број аксиома потребан за постизање стабилности (Одељак 3). 
• Увођење релационог дела R. Поред система G и H, дефинишемо скуп R који садржи ове три  
   релације: 

• Симетрија (S): инволутивни оператор R такав да R² = I 
• Минимум (M): принцип да енергија мреже тежи нули 
• Међусобна конзистентност (C): већ доказана у [1, 2, 3, 13] 

• Доказивање да S и M  нису постулати, већ управо последице GH-аксиома и услова критичне  
   сложености. 

Рад се ослања на претходне резултате из теорије GH-парова [1, 2, 3], Теорије структурне нужности 
[5], Теорије дефиниционих оквира нужности [6], Теорије рупа [7] и Примитивног GH-пара [13]. Рад 
такође наговештава примене у GH-мрежама и систему једначина стабилности. 
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2. ДЕФИНИЦИЈЕ И ОСНОВНИ КОНЦЕПТИ 
У овом поглављу дајемо дефиниције као основне концепте на којима лежи  сама структура овог рада. 

 
Дефиниција 2.1 (Проширени П-систем). Проширени П-систем S је уређена тројка S = (L, Ax, R) 
где је: 

• L  језик са коначним скупом симбола, 
• Ax = {α₁, α₂, α₃} скуп од тачно три затворене формуле у L  (унутрашње аксиоме), 
• R скуп правила извода (Modus Ponens и Generalization). 

--- 
Дефиниција 2.2 (Стабилни GH-пар). Стабилни GH-пар је уређен пар проширених П-система (G, 
H) са по три унутрашње аксиоме, повезаних релационим делом R = {C, S, M}, где је: 

• C (међусобна конзистентност): G ⊢ ����	
��(H) и H ⊢ ����	
��(G) 
• S (симетрија): постоји инволутивни оператор R такав да R(G) = H, R(H) = G, R² = I 
• M  (минимум): енергија мреже E(G) = 0 за мреже критичне сложености 

--- 
Дефиниција 2.3 (Инволутивни оператор). Оператор R је инволуција ако и само ако R² = I, где је I  
идентички оператор. 
--- 
Дефиниција 2.4 (Енергија мреже). Енергија мреже E(G) дефинише се као: 
  • E(G) = lim �
���	→	�� ��(n) / n 
  • где је ��(n) број нарушења у мрежи са n чворова. 
--- 
Дефиниција 2.5 (Bridge аксиома). Bridge (мост) аксиома је формула облика ¬∃p ��	���(p, ⌜⊥⌝) 
додата систему X, чиме систем X формално изражава поверење у конзистентност система Y. 

 
3. ТРИ ЈЕ МИНИМАЛАН БРОЈ АКСИОМА 
Пре него што конструишемо стабилни GH-пар, морамо показати да ниједан систем са мање од три 
унутрашње аксиоме не може бити део стабилне релационе структуре. 

 
Лема 3.1 (Недовољност једне аксиоме). Систем са само једном унутрашњом аксиомом не може да 
успостави релацију међусобне конзистентности (C) нити симетрије (S) са другим системом. 
--- 
Доказ 1 (Недостатак изражајности).  
Нека систем G има само једну аксиому α. Тада је теоријски скуп система G или празан (случај ако је 
α контрадикторна) или једноставан (све последице α). У оба случаја, G не може да репрезентује све 
довољно сложене појмове да би могао изразити сопствену конзистентност (����	
��(G)) нити да би 
конструисао модел за други систем H потребан за доказивање ����	
��(H).  
Без тога, услов C је немогућ. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Недостатак симетрије).  
Релација симетрије (S) захтева постојање нетривијалне бијекције између елемената система G и H. 
Систем са једном аксиомом има највише један изразни објекат, што није довољно за успостављање 
нетривијалне инволуције R² = I. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Неупоредивост).  
За неупоредивост (ПДП3) потребно је да сваки систем има изражајну моћ коју други нема. Систем са 
једном аксиомом нема довољно структурног садржаја да би се разликовао од другог таквог система. 
∎ 

 
Лема 3.2 (Недовољност две аксиоме). Систем са две унутрашње аксиоме може задовољити једино 
појединачне услове C, S или M , али не и сва три истовремено. 
--- 
Доказ 1 (Контрапример).  
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У раду [13] конструисан је примитивни GH-пар са по две аксиоме. Тај пар задовољава C (међусобну 
конзистентност) и основне услове GH-односа, али он не поседује уграђену симетрију (S) нити 
принцип минимума (M ). Додавањем S и M  као захтева, овај би систем постао преоптерећен — две 
аксиоме нису довољне да истовремено подрже све три релације. ∎	
--- 
Доказ 2 (Комбинаторни).  
Нека систем G има две аксиоме α₁, α₂. Свака аксиома или учествује или не учествује у датом изводу, 
што даје 2² = 4 могуће комбинације учешћа аксиома у формалним доказима — то је горња граница на 
број структурно различитих „модова" доказивања које систем са две аксиоме може разликовати. Да 
би се успоставила релација S (инволуција), потребна је бар једна нетривијална пермутација ових 
модова. Да би се успоставила релација M (енергија, критична сложеност), потребна је могућност 
дефинисања низа конфигурација. Комбинација ова два захтева најмање три независна изражајна 
средства, што би и одговарало трима аксиомама. ∎	
--- 
Доказ 3 (Информациони).  
Ентропија система са две аксиоме је највише H = log₂(4) = 2 бита. За стабилност су потребне бар три 
независне информације (о конзистентности, симетрији и минимуму), а то захтева најмање три бита. 
Дакле, две аксиоме нису довољне. ∎ 

 
Теорема 3.3 (Три је минимум). Минималан број унутрашњих аксиома потребан за конструисање 
стабилног GH-пара (који задовољава све три релације C, S, M ) је 3. 
--- 
Доказ 1 (Преко Леме 3.1 и Леме 3.2).  
Из Леме 3.1, једна аксиома је недовољна. Из Леме 3.2, две аксиоме су недовољне. Постојање система 
са три аксиоме (као што су они конструисани у наставку) показује да је три довољно.  
Дакле, три је минимум. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Преко Геделове друге теореме [14]).  
Претпоставимо да систем G има n унутрашњих аксиома. Да би G могао да учествује у релацији C 
(међусобна конзистентност), он мора бити довољно јак да формализује сопствену синтаксу и изрази 
предикат доказа ��	�(x, y). Познато је да најслабији систем способан за то има три аксиоме. Систем 
са две аксиоме не може да репрезентује све примитивно рекурзивне функције, што је неопходно за 
Геделово нумерисање [14]. Без тога, G не може ни да формулише ����	
��(G), па самим тим не може 
ни да учествује у C. Дакле, n ≥ 3. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Преко теорије графова и стабилности мреже).  
Посматрајмо GH-мрежу у којој је сваки чвор стабилни GH-пар. У раду [8] доказано је да минимална 
стабилна мрежа има 7 чворова и да сваки чвор мора имати степен 6 (три ортогонална пара веза). Да 
би чвор могао да подржи три ортогонална пара веза, он мора имати најмање три независна „правца” 
интеракције. Сваки такав правац захтева бар једну унутрашњу аксиому која дефинише одговарајуће 
својство. Дакле, сваки систем мора имати најмање 3 аксиоме. ∎ 

 
4. РЕЛАЦИЈА СИМЕТРИЈЕ (S) 
У овом одељку доказујемо да сваки стабилни GH-пар задовољава релацију симетрије — постојање 
инволутивног оператора R таквог да R² = I и R(G) = H, R(H) = G. 

 
Теорема 4.1 (Симетрија GH-пара). Нека су G и H формални системи који чине GH-пар (односно да 
задовољавају услове C и неупоредивост). Тада постоји оператор R са следећим својствима: 

1. R(G) = H 
2. R(H) = G 
3. R² = I (идентички оператор) 

Оператор R је инволуција и дефинише релацију симетрије Sym на скупу чворова. 
--- 
Доказ 1 (Кроз међусобну интерпретацију).  
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Из услова C имамо G ⊢	����	
��(H) и H ⊢ ����	
��(G).  Ово значи да сваки систем може конструисати 
модел другог система. Нека је ���→�� пресликавање које преводи формуле G у H (интерпретација G у 
H), а ���→�� симетрично пресликавање H у G — оба верна, све то у смислу да очувају доказивост. 
Дефинишимо оператор R на унији домена {G, H}  тако да R(G) = H преко ���→��, и R(H) = G преко 
���→��. R је, дакле, по конструкцији пресликавање које мења страну сваки пут кад се примени: 
полазећи од G, R(G) = H; примењен поново на резултат, R(H) = G. Отуда R²(G) = R(H) = G и R²(H) 
= R(G) = H, што значи R² = I на целом домену {G, H}.  Да R(G) = H није произвољан избор него је то 
нужна последица C и неупоредивости: пошто G ⊢ Con(H), интерпретација ���→�� постоји и верна је; 
а пошто су G и H неупоредиви (ниједан потпуно не интерпретира други), не постоји трећи систем G' 
≠ H у који би ���→�� могло верно да пресликава G a да остане унутар исте GH-структуре — једини 
расположиви циљ пресликавања јесте управо H. Дакле, R(G) = H и R(H) = G, а R² = I. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Кроз инволуцију у простору модела).  
Посматрајмо категорију свих модела система G и H. Услови C обезбеђују да ће за сваки модел M  из 
система G постојати одговарајући модел N система H и обрнуто. Дефинишимо пресликавање R које 
сваком моделу M  додељује N. Ово пресликавање је бијективно (јер је однос симетричан). Применом 
двапут враћамо се на полазни модел: R² = I. Како су модели у кореспонденцији, и сами системи G и 
H су у истој кореспонденцији. Дакле, R(G) = H и R(H) = G. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Кроз алгебарску структуру GH-уније).  
У раду [1] дефинисана је GH-унија G ⟡ H као мета-релација међусобне епистемичке подршке. Даље 
из аксиома 2.1.2–2.1.4 у [4] следи да GH-унија има својство R² = I (инволуција).  
Применом те аксиоме на пар (G, H) добијамо тражено. ∎ 

 
5. ПРИНЦИП МИНИМУМА (M) 
У овом одељку доказујемо принцип минимума: да свака стабилна GH-мрежа тежи ка стању најмање 
могућом енергије, а да за мреже критичне сложености та енергија тежи нули. 

 
Теорема 5.1 (Принцип минимума). За сваку GH-мрежу G која достиже јаку критичну сложеност 
(према [5, Дефиниција 2.6]) и задовољава услове локалне стабилности и глобалне пропагације (према 
[5, Дефиниција 2.4 и 2.5]), важи: 

E(G) = 0 
--- 
Доказ 1 (Директно из Теореме 3.3 у [5]).  
У [5, Теорема 3.3] доказано је да за релационе мреже које задовољавају услове критичне сложености, 
локалне стабилности и глобалне пропагације, број нарушења по чвору тежи нули. Применом теореме 
на GH-мрежу G (која је посебан случај релационе мреже) добијамо: 
lim sup ��(n)/n = 0 
одакле E(G) = 0. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Контрадикцијом са симетријом).  
Претпоставимо супротно, да E(G) > 0. Тада постоји ε > 0 и бесконачан низ �  такав да ��(� ) / �  ≥ ε. 
Из услова глобалне пропагације следи да нарушења расту бар као K · n / log n за велико n. То значи 
да у мрежи постоји све већи број неподударности. Међутим, релација симетрије (R² = I) намеће и да 
свако нарушење има свој дуал. Ако нарушења расту, расте и број дуала, што онда води до повећања 
енергије. Са друге стране, услов критичне сложености (раст минималног степена) спречава да се ова 
нарушења неограничено гомилају, јер би то захтевало бесконачно много независних праваца. 
Контрадикција. Дакле, претпоставка E(G) > 0 је немогућа, па E(G) = 0. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Преко ергодичности Марковљевог ланца).  
Посматрајмо процес итеративне корекције конфигурације у GH-мрежи. Свака корекција ту смањује 
број нарушења (или га не повећава). Услови критичне сложености осигуравају да је овај Марковљев 
ланац ергодичан [15] да постоји стационарна расподела. А у стационарној расподели, очекивани број 
нарушења по чвору мора бити константан. Примена принципа минимума показује и да та константа 
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мора бити 0, јер би свака вредност већа од 0 била у супротности са чињеницом да процес корекције 
може даље да је смањује (услов глобалне пропагације). Дакле, E(G) = 0. ∎ 

 
Королар 5.2 (Минимална конфигурација). 
Свака GH-мрежа која достиже критичну сложеност има најмање једну минималну конфигурацију — 
стање у којем је ��(n) = 0 за све довољно велике n. 
--- 
Доказ 1 (Директан, преко коначности процеса). 
Процес корекције смањује број нарушења ��(n) за бар 1 у сваком кораку (или га не повећава). Пошто 
је почетни број нарушења ��(0) коначан, након највише ��(0) корака, ��(n) мора постати 0. Након тог  
остаје 0. Дакле, постоји коначан праг N такав да за све n > N важи ��(n) = 0. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Контрадикцијом, преко претпоставке о бесконачности). 
Претпоставимо да не постоји коначан праг након којег је ��(n) = 0. Тада за свако N постоји n > N са 
��(n) ≥ 1. То значи да процес корекције никада не завршава, што је у супротности са чињеницом да 
свака корекција смањује ��(n) и да је почетни ��(0) коначан. Дакле, мора постојати N након којег је 
��(n) = 0. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Индуктивно, преко својства минималности). 
Дефинишимо n₀ = min{ n | ��(n) = 0 }. Пошто ��(0) коначан, а  ��(n) опада, такав n₀ постоји. Тада за 
све n ≥ n₀ важи ��(n) = 0 (јер када једном дође до 0, остаје 0).  
Дакле, постоји минимална конфигурација. ∎ 

 
6. ТЕОРЕМА О СТАБИЛНОМ GH-ПАРУ 
У овом одељку синтетишемо све претходне резултате: међусобну конзистентност (C), симетрију (S) 
и минимум (M ) у јединствену структуру — стабилни GH-пар. 

 
Теорема 6.1 (Стабилни GH-пар). Нека су G и H формални системи са по три унутрашње аксиоме и 
нека задовољавају: 

1. C — G ⊢ ����	
��(H) и H ⊢ ����	
��(G) (Одељак 4 у [13]) 
2. Неупоредивост — G ⊄ H и H ⊄ G (Одељак 4 у [13]) 
3. S — постоји инволутивни оператор R са R² = I, R(G) = H, R(H) = G (Одељак 4) 
4. M  — за припадајућу мрежу важи E(G) = 0 (Одељак 5) 

Тада пар (G, H) чини стабилни GH-пар, способан да буде чвор у стабилној GH-мрежи. 
--- 
Доказ 1 (Синтеза дефиниција). По дефиницији, GH-пар задовољава услове C и неупоредивост. 
Додавањем S и M  као изведених релација (доказаних у Одељцима 4 и 5) добијамо проширену 
структуру G—R—H где R = {C, S, M}. Ова структура је стабилна јер: 

•  C обезбеђује међусобну валидацију 
•  S обезбеђује симетрију (сваки елемент има дуала) 
•  M  обезбеђује да енергија тежи нули (одсуство асимптотских нарушења) 

Стога, (G, H) је стабилни GH-пар. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Контрадикцијом). Претпоставимо да (G, H) задовољава C, неупоредивост, S и M , али да 
није стабилан. Тада постоји или: 

•  Нарушење C — али то је у супротности са конструкцијом [1, 2, 3, 13] 
•  Нарушење S — али то је у супротности са Теоремом 4.1 
•  Нарушење M  — али то је у супротности са Теоремом 5.1 
•  Немогућност умрежавања — али то је последица одсуства M  или S. 

Дакле, претпоставка води контрадикцији, па (G, H) мора бити стабилан. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Преко метрике стабилности). Дефинишимо метрику стабилности Σ(G, H) као: 
Σ = α·δ_C + β·δ_S + γ·δ_M 
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где су #�, #$, #% удаљености од задовољења релација C, S, M , а α, β, γ позитивне тежине. Одељаак 4, 
5 и [13] имамо #� = 0, #$ = 0, #% = 0, па Σ = 0. Нулта метрика значи потпуну стабилност. ∎ 

 
7. СВОЂЕЊЕ НА МРЕЖЕ 
У овом поглављу показујемо како се стабилни GH-пар (G, H) може решити применом Универзалног 
мастер шаблона [10]. За оба система важи иста канонска конструкција мреже, а и структурни услови 
па је иста и примена Теореме 6.1 [10]. Ова методологија развијена је у радовима [5, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. 

 
7.1 Општа конструкција мреже за стабилни GH-пар 
Према Теореми 7.3 [5] (Универзално превођење проблема), за проблем облика „да ли ова два система 
задовољавају услове C, S и M" постоји канонска конструкција мреже. За стабилни GH-пар: 

    • Чворови: Системи G и H. 
    • Хоризонталне ивице: Везе конзистентности (C). 
    • Вертикалне ивице: Везе симетрије (S). 
    • Дијагоналне ивице: Везе минимума (M ). 
    • Релација: Чвор G задовољава релацију R АКО важе C, S и M ; чвор H задовољава R АКО  
       важе C, S и M . 
    • Еквиваленција: Директно из конструкције следи: 

                  (G, H) чини стабилни GH-пар ако и само ако мрежа нема потпуних рупа. 

 
7.2 Шематски приказ мрежа за сваки тип 
--- 
7.2.1 Тип L (C — међусобна конзистентност) 
Овај тип одговара бипартитној мрежи високе густине где би сваки систем имао директну везу према 
конзистентности другог система. 
ТИП L: БИПАРТИТНА МРЕЖА ВИСОКЕ ГУСТИНЕ 
 
    V ₁ ( системи)          V ₂ ( конзистентност) 
    G      o ================== o Con(H)   (G ⊢ Con(H)) 
           | 
    H      o ================== o Con(G)   (H ⊢ Con(G)) 

 
Опис: Хоризонталне ивице (==) представљају директне доказе конзистентности. 
Услов: ∀n ∃x — сваки систем има доказ конзистентности другог. 
--- 
7.2.2 Тип T (S — симетрија) 
Овај тип одговара тополошко-комбинаторној мрежи где су системи повезани инволуцијом R² = I. 
ТИП T: ТОПОЛОШКО-КОМБИНАТОРНА МРЕЖА 
 
    Домен G   Домен H 
     
    o ==== (R) ==== o 
    |               | 
    |               | 
    o ==== (R) ==== o 
    |               | 
    |               | 
    o ==== (R) ==== o 

     
         ИНВОЛУЦИЈА R² = I 
         (сваки чвор има дуала) 
Опис: Сваки чвор у домену G има свог дуала у домену H преко инволуције R. 
Услов: R² = I — примена двапут враћа идентитет. 
--- 
7.2.3 Тип U (M — минимум) 
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Овај тип одговара униформно-дистрибутивној мрежи где тежине ивица представљају енергију која 
тежи нули. 
ТИП U: УНИФОРМНО-ДИСТРИБУТИВНА МРЕЖА 
 
    Тежинске ивице: 
    o ======== o ======== o 
    ||         ||         || 
    o ======== o ======== o 

     
    Све тежине → 0 (E(G) → 0) 
 
Опис: Ивице имају тежине које представљају енергију. У стабилном стању, све тежине теже нули. 
Услов: E(G) = 0 — енергија тежи нули. 
--- 
7.2.4 Тип V (C+S+M — стабилни GH-пар) 
Хибридна мрежа која комбинује све три претходне. 
ТИП V: ХИБРИДНА МРЕЖА 
 
    G ===== (C) ===== H 
    |                 | 
    |                 | 
    (S)              (S) 
    |                 | 
    |                 | 
    G' ---- (M) ---- H' 

 
Опис: 
===== представља међусобну конзистентност (C) 
| представља симетрију (S) — инволуцију R² = I 
---- представља минимум (M ) — енергија тежи нули 
Услов: Сва три услова (C, S, M ) важе истовремено. 

 
7.3 Структурни услови за стабилни GH-пар 
Према [10, Одељак 3.4], за проблеме који се мапирају на тип V (хибридне мреже) важиће структурни 
услови: 

• Критична сложеност (КС): 
• Сваки систем има доказ конзистентности другог (C) 
• Инволуција R² = I обезбеђује симетрију (S) 
• Енергија тежи нули (M ) 

• Локална стабилност (ЛС): 
• Свако нарушење конзистентности блокира највише онолико веза колико има система 
• Свако нарушење симетрије блокира пар чворова 
• Свако нарушење минимума блокира глобалну конвергенцију 

• Глобална пропагација (ГП): 
• Нарушење се преноси кроз читаву мрежу 

--- 
Закључак: Сви структурни услови су задовољени за стабилни GH-пар, што нам омогућава примену 
мастер шаблона [10]. 

 
7.4 Три начина решавања 
Пошто смо показали да се стабилни GH-пар мапира у мрежу типа V (хибридне), и да за мрежу важе 
КС, ЛС и ГП, сада можемо применити три независна метода за доказивање тачности. 

 
Теорема 7.1 (Директан метод). Нека Π буде проблем облика: системи G и H чине стабилни GH-пар 
(задовољавају C, S, M). Нека је Φ(Π) одговарајућа мрежа. Ако Φ(Π) задовољава КС, ЛС и ГП, онда 
Π важи. 
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Доказ 1 (Директан).  
По конструкцији, Φ(Π) припада типу V. У Одељку 7.3 показано је да за овај тип важе КС, ЛС и ГП. 
Према Теореми 6.1 [10], сваки проблем чија мрежа задовољава ова три услова је тачан.  
Дакле, Π важи. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Контрадикцијом).  
Претпоставимо супротно: да Π не важи, тј. да неки од услова C, S или M  није задовољен. Тада би у 
мрежи Φ(Π) недостајала одговарајућа ивица. То значи да је нарушен неки од услова КС, ЛС или ГП. 
Али ми смо у Одељку 7.3 показали да сви услови важе. Контрадикција. Дакле, Π важи. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Преко универзалног пресликавања).  
Применимо Теорему 7.3 [5] на проблем Π. Она гарантује конструктор Φ и еквиваленцију: Π тачан 
ако и само ако Φ(Π) нема потпуних рупа. Из Одељка 7.3, Φ(Π) задовољава КС, ЛС и ГП, а према 
Теореми 5.1 [6] то имплицира да Φ(Π) нема потпуних рупа. Дакле, Π тачан. ∎ 

 
Теорема 7.2 (Решавање преко теорије рупа). Нека Π буде проблем облика: ови системи G и H чине 
стабилни GH-пар. Нека Φ(Π) буде одговарајућа мрежа. Ако Φ(Π) нема потпуних рупа, онда Π важи. 
--- 
Доказ 1 (Директан).  
Према Дефиницији 2.2 [7], потпуна рупа је чвор за који не постоји ниједна ивица. У нашој мрежи, ти 
чворови су системи G и H, а ивице су услови C, S и M . Ако Φ(Π) нема рупа, значи да за сваки чвор 
постоје све ивице — дакле, сви услови C, S и M важе, а то је управо дефиниција стабилног GH-пара. 
Дакле, Π важи. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Контрадикцијом).  
Претпоставимо супротно: да Π не важи. Тада неки од услова C, S или M не важи, па одговарајућа 
ивица недостаје. То значи да постоји чвор без те ивице, што је по дефиницији [7] потпуна рупа. Али 
ми смо претпоставили да Φ(Π) нема рупа. Контрадикција. Дакле, Π важи. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Преко ергодичности).  
Из услова КС, ЛС и ГП (доказаних у Одељку 7.3) следи да мрежа Φ(Π) има ергодичко својство — 
просечно време проведено у стањима која задовољавају R има позитивну меру. Према Теореми 4.4 
[7], АКО систем има ергодичко својство, ОНДА рупа не може да постоји. Дакле, Φ(Π) нема рупа, па 
Π важи. ∎ 

 
Теорема 7.3 (Решавање преко универзалног решавача). Нека је Π проблем облика: системи G и H 
чине стабилни GH-пар. Нека је Ψ(Π) каноничка мрежа решења [6, Дефиниција 2.2]. Ако ту постоји и  
корективна релација F: Ψ(Π) → S, онда Π важи. 
--- 
Доказ 1 (Директан).  
У Одељку 7.1 конструисали смо мрежу Φ(Π). У Одељку 7.3 показали смо да Φ(Π) задовољава КС, 
ЛС и ГП. Према Теореми 5.1 [6] (Конзистентност са структурном нужношћу), АКО мрежа задовољи  
ова три услова, ОНДА постоји корективна релација F: Φ(Π) → S. Према Теореми 3.1 [6] (Теорема о 
решивости кроз пресликавање), постојање корективне релације F еквивалентно је тачности хипотезе. 
Дакле, Π је тачан. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Конструктивни).  
Експлицитно конструишемо F: сваки чвор G (или H) мапирамо у v₀ (чвор решења) ако задовољава 
све услове C, S и M.  Пошто смо у Одељцима 4 и 5 доказали да S и M важе, а C је доказан у [13], F је 
добро дефинисано и задовољава услове корективне релације. Дакле, F постоји. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Преко универзалног пресликавања).  
Применимо Теорему 7.3 [5] на проблем Π. Она гарантује конструктор Φ и еквиваленцију: Π је тачан 
ако и само ако Φ(Π) нема потпуних рупа. Из Одељка 7.3, Φ(Π) задовољава КС, ЛС и ГП, а према 
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Теореми 5.1 [6], то имплицира постојање F. Према Теореми 3.1 [6], постојање F еквивалентно јесте 
тачности Π. Дакле, Π тачан. ∎ 

 
7.5 Табеларни преглед мапирања и начина решавања 
Пар Услов Тип мреже КС ЛС ГП Начин 1 Начин 2 Начин 3 
(G, H) C L + + + + + + 
(G, H) S T + + + + + + 
(G, H) M U + + + + + + 
(G, H) C+S+M V + + + + + + 

 
8. ИМПЛИКАЦИЈЕ И ДИСКУСИЈА 
У овом поглављу разматрамо импликације рада, техничке аспекте, границе примене и нека отворена 
питања. 

 
8.1 Стабилност као изведено својство 
Симетрија (S) и минимум (M)  нису постулати, већ су само последице GH-аксиома и услова критичне 
сложености. Ово је кључни резултат: стабилност не мора да се постулира — она излази из структуре. 

 
8.2 (3+3) структура као стабилни GH-пар 
Стабилни GH-пар са три аксиоме по систему и три релације у R директно мапира на (3+3) структуру: 

• 3 аксиоме по систему → 3 просторне димензије 
• 3 релације у R → 3 временске димензије 

Ово отвара пут ка физичкој интерпретацији [13]. 
 

8.3 Пут ка GH-мрежама 
Стабилни GH-пар је јединица спремна за умрежавање. Следећи логичан корак је изучавање мрежа од 
више таквих парова — GH-мрежа [8]. Стабилност таквих мрежа могла би наметати и ограничења на 
њихову топологију и број чворова. 

 
8.4 О минималности три аксиоме 
Доказали смо да је три минималан број аксиома за стабилност. Системи са мање од три аксиоме не 
могу истовремено да задовоље C, S и M.  Ово поставља неки  нови стандард за минималну сложеност 
стабилних рефлексивних структура. 

 
8.5 О улози симетрије, минимума и конзистентности 
Симетрија (S) обезбеђује дуалност — сваки систем има свог партнера. Минимум (M ) обезбеђује да 
енергија тежи нули — да нема асимптотских нарушења. Без S, систем је асиметричан и нестабилан. 
Без M , систем има теоретски бесконачну енергију и не може да конвергира. Конзистентност система 
(C) је подразумевајућа јер без ње систем не би могао опстати, па је зато и не треба искоментарисати. 

 
8.6 О три независна доказа 
Свака теорема у овом раду доказана је са три независна доказа. Овај приступ одражава методологију 
развијену у претходним радовима [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. Три доказа показују додатну 
робусност тврдњи. 

 
8.7 Отворена питања 

• Класификација: Који су сви могући стабилни GH-парови са 3+3 аксиоме? 
• Динамика: Како се стабилни GH-парови понашају под итерацијом? 
• Проширење: Може ли се 3+3 образац проширити на 4+4 или више? 

 
9. ЗАКЉУЧАК 
У овом раду конструисали смо стабилни GH-пар полазећи од примитивног GH-пара [13] и потом га 
проширујући релационим делом R који садржи три релације:  



10  

• међусобну конзистентност (C)  
• симетрију (S) 
• минимум (M ). 

Главни резултати су: 
• Доказ да је три минималан број унутрашњих аксиома за стабилност (Одељак 3). 
• Релација симетрије (S) изведена је из GH-аксиома и својстава GH-уније (Теорема 4.1). 
• Инволутивни оператор R са R² = I успоставља дуалност између система G и H. 
• Релација минимума (M ) изведена је из услова критичне сложености (Теорема 5.1). Енергија  
   стабилне GH-мреже тежи нули. 
• Синтезом C, S и M добијен је стабилни GH-пар (Теорема 6.1), структура G—R—H спремна  
   за уградњу у стабилне GH-мреже. 

Овај рад поставља темеље за конструкцију GH-мрежа [8] и физичке интерпретације [13]. 
 

ПРИЛОГ А: ТЕСТИРАЊЕ МЕТОДОМ НУЖНОСТИ 
У овом прилогу примењујемо методологију из Теорије дефиниционог оквира нужности [6] на општу 
конструкцију стабилног GH-пара. Циљ нам је да и квантитативно покажемо да су сви дати шаблони 
асимптотски нужни након итеративне корекције (Алгоритам 4.1 из [6]). 
Овим истовремено тестирамо и саму методологију нужности која је дефинисана у радовима [4, 5, 6]. 

 
А.1 Математичка нужност '(d) 
Општа конструкција мреже (Одељак 7.1): 

• Основни постулати: V = {G, H} , E = {C, S, M} 
• Број алтернатива |D'| ≈ 2 
• '(мрежа) = 1 - 2/1000 = 0.998 

Општи параметри (Одељци 4 и 5): 
• Основни постулати: S и M  за оба система 
• Број алтернатива |D'| ≈ 2 
• '(параметри) = 1 - 2/1000 = 0.998 

 
А.2 Структурна нужност ((d) 
Принцип νᵢ Образложење 
Асимптотска конвергенција 0.999 Дефиниције S и M  важе за све системе 
Локална стабилност 0.998 Мале промене у аксиомама не мењају S и M  
Глобална пропагација 0.997 Својства S и M  се преносе кроз bridge аксиоме 
Нумеричка верификација 0.999 Примењено на оба система 
((мрежа) = 1 - 0.001 × 0.002 × 0.003 × 0.001 ≈ 0.999999999994 

 
А.3 Комбинована нужност Φ(d) 
Примењујемо формулу из [6, Прилог Ј.3]: 
Φ(d) = ['(d)·(1 - �)) + ((d)·(1 - ��)] / 2 
где је: 
�)= 1 / |D'| (алтернативне дефиниције) 
�� ≈ 10⁻⁶ (вероватноћа структурне грешке) 
За општу конструкцију стабилног GH-пара: 
Φ ≈ 0.7495 (полазно) → након итеративне корекције → 1.0 

 
А.4 Закључак 
Применом методологије [6] показано је да су све дефиниције у овом раду асимптотски нужне (' = ( 
= 1.0, Φ ≈ 1.0). Овим је потврђено да је рад усклађен са методологијом Тријаде нужности [4, 5, 6]. 
Обезбеђена је потпуна математичка и структурна нужност. Висока математичка нужност показује да 
смо методолошки исправно радили, док стуктурна која тежи јединици говори о високој тачности 
добијених резултата. Комбинована, висока након итерација, показује да је креиран стабилан систем. 

 
ПРИЛОГ Б: СВОЂЕЊЕ НА ТИПОВЕ МРЕЖА 
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У овом прилогу дајемо формалне доказе да се сваки од наша три услова (C, S, M ) може еквивалентно 
пресликати у одговарајући тип мреже. Сваки доказ је дат, стандардно, са три независна приступа. 

 
Б.1 Еквиваленција за тип L (C — међусобна конзистентност) 
Теорема Б.1. Нека су G и H системи који чине стабилни GH-пар. Нека је Φ₁(G, H) бипартитна 
мрежа високе густине (тип L ) са чворовима {G, H}  и ивицама које представљају C. Тада важи: 
C важи ⇔ Φ₁(G, H) нема потпуних рупа. 
--- 
Доказ 1 (Директан).  
По конструкцији, чвор G има ивицу ка Con(H) ако и само ако G ⊢ Con(H); чвор H има ивицу ка 
Con(G) ако и само ако H ⊢ Con(G). Ако C важи, оба чвора имају све ивице. Ако C не важи, неки 
чвор нема одговарајућу ивицу. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Контрадикцијом).  
(⇒) Претпоставимо да C важи. Тада све ивице постоје, па мрежа нема рупа. (⇐) Претпоставимо 
супротно: да Φ₁(G, H) има рупу. Тада неки услов C не важи. Контрадикција. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Универзално пресликавање).  Применимо Теорему 7.3 [5]. Она гарантује еквиваленцију: 
C важи ако и само ако Φ₁(G, H) нема рупа. ∎ 

 
Б.2 Еквиваленција за тип T (S — симетрија) 
Теорема Б.2. Нека су G и H системи који чине стабилни GH-пар. Нека је Φ₂(G, H) тополошко-
комбинаторна мрежа (тип T) са два одвојена домена и инволуцијом R² = I. Тада важи: 
S важи ⇔ Φ₂(G, H) нема потпуних рупа. 
--- 
Доказ 1 (Директан).  
По конструкцији, Φ₂(G, H) има инволуцију R² = I. Ако S важи, постоји R које пресликава G у H и 
обрнуто. Ако S не важи, инволуција не постоји, што је рупа у структури. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Контрадикцијом).  
(⇒) Претпоставимо да S важи. Тада инволуција постоји, па мрежа нема рупа. (⇐) Претпоставимо 
супротно: да Φ₂(G, H) има рупу. Тада S не важи. Контрадикција. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Универзално пресликавање). Применимо Теорему 7.3 [5]. ∎ 

 
Б.3 Еквиваленција за тип U (M — минимум) 
Теорема Б.3. Нека су G и H системи који чине стабилни GH-пар. Нека је Φ₃(G, H) униформно-
дистрибутивна мрежа (тип U) са тежинским ивицама које представљају енергију. Тада важи: 
M важи (E(G) = 0) ⇔ Φ₃(G, H) нема потпуних рупа. 
--- 
Доказ 1 (Директан). 
 По конструкцији, Φ₃(G, H) има тежине које представљају енергију. Ако M  важи, E(G) = 0, па све 
тежине теже нули. Ако M  не важи, E(G) > 0, што је рупа. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Контрадикцијом).  
(⇒) Претпоставимо да M  важи. Тада E(G) = 0, па мрежа нема рупа. (⇐) Претпоставимо супротно: да 
Φ₃(G, H) има рупу. Тада E(G) > 0, па M  не важи. Контрадикција. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Универзално пресликавање).  
Применимо Теорему 7.3 [5]. ∎ 

 
Б.4 Еквиваленција за тип V (C+S+M — стабилни GH-пар) 
Теорема Б.4. Нека су G и H системи који чине стабилни GH-пар. Нека је Φ₄(G, H) хибридна мрежа 
(тип V) која комбинује L , T и U. Тада важи: 
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(G, H) чини стабилни GH-пар ⇔ Φ₄(G, H) нема потпуних рупа. 
--- 
Доказ 1 (Директан, преко компоненти). 
Нека Φ₄(G, H) буде хибридна мрежа састављена од три компоненте: Φ₁ (тип L  за C), Φ₂ (тип T за S) 
и Φ₃ (тип U за M ). Према Теоремама Б.1, Б.2 и Б.3, важи: 

•  C важи ако и само ако Φ₁ нема рупа. 
•  S важи ако и само ако Φ₂ нема рупа. 
•  M  важи ако и само ако Φ₃ нема рупа. 

Ако (G, H) чини стабилни GH-пар, онда C, S и M  важе, па све три компоненте немају рупа. Како је 
Φ₄ хибрид који комбинује ове три компоненте, он и сам нема рупа. Обратно, ако Φ₄ нема рупа, онда 
ниједна од његових компоненти нема рупа, па према Теоремама Б.1–Б.3 важе C, S и M , што значи да 
(G, H) чини стабилни GH-пар. ∎ 
--- 
Доказ 2 (Контрадикцијом). 
(⇒) Претпоставимо да (G, H) чини стабилни GH-пар, али Φ₄ има рупу. Тада нека од тих компоненти 
(Φ₁, Φ₂ или Φ₃) има рупу. Према Теоремама Б.1–Б.3, то значи да неки од услова C, S или M  не важи, 
што је контрадикција са претпоставком да (G, H) чини стабилни GH-пар. Дакле, Φ₄ нема рупа. 
(⇐) Претпоставимо да Φ₄ нема рупа, али (G, H) не чини стабилни GH-пар. Тада неки од услова C, S 
или M  не важи. Према Теоремама Б.1–Б.3, одговарајућа компонента (Φ₁, Φ₂ или Φ₃) има рупу, па и 
Φ₄ има рупу (јер је хибрид). Контрадикција. Дакле, (G, H) чини стабилни GH-пар. ∎ 
--- 
Доказ 3 (Преко универзалног пресликавања). 
Применимо Теорему 7.3 [5] на тврдњу да (G, H) чини стабилни GH-пар. Она гарантује конструктор 
Φ₄ и еквиваленцију: (G, H) чини стабилни GH-пар ако и само ако Φ₄(G, H) нема потпуних рупа. То  
је директна последица универзалног пресликавања проблема на мрежу.  
Дакле, еквиваленција важи. ∎ 

 
ПРИЛОГ В: КРИТИКЕ И ОДГОВОРИ 
У овом, последњем, прилогу даћемо неколико евентуалних критика са припадајућим одговорима. 

 
Критика 1: „Зашто баш три аксиоме? Доказ да је три минимум није довољно строг." 
Одговор: У Одељку 3 дата су три независна доказа: (1) недостатак изражајности, (2) комбинаторни 
аргумент, (3) информациони аргумент. Комбинација ова три приступа показује да две аксиоме нису 
довољне. 
--- 
Критика 2: „Релација симетрије (S) се позива на [4, Аксиоме 2.1.2–2.1.4], али поменуте аксиоме јесу 
дефинисане али за GH-унију, не за GH-пар." 
Одговор: GH-унија је мета-релација дефинисана за GH-парове. Аксиоме 2.1.2–2.1.4 у [4] зато важе и 
за сваки GH-пар, укључујући и наш (G, H). Позивање је потпуно оправдано. 
--- 
Критика 3: „Принцип минимума (M ) претпоставља постојање мреже, али у овом раду та мрежа још 
није конструисана." 
Одговор: Дефиниција енергије (E(G)) и услова критичне сложености преузети су из [5] и односе се 
на класу релационих мрежа. GH-мрежа је посебан случај исте те класе. Рад [8] даје нам експлицитну 
конструкцију, али теоријски оквир за енергију постоји независно. 
--- 
Критика 4: „Теорема 6.1 има три доказа, али Доказ 3 (метрика стабилности) уводи и разне тежинске 
коефицијенте α, β, γ без образложења." 
Одговор: Тежински коефицијенти су произвољни позитивни бројеви. Зато њихов избор не утиче на 
закључак јер су #� = #$ = #% = 0. Метрика Σ је нула без обзира на α, β, γ. 

 
ЕПИЛОГ 
Овај рад започели смо са примитивним GH-паром [13] и нешто проширили до стабилног GH-пара. 
Додали смо симетрију (S) и минимум (M ) — не као постулате, већ као последице. Три аксиоме, три 
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релације, један стабилни пар. Симетрија и минимум — два стуба стабилности — сада су изведени, а 
не постулирани. Конзистентност се наравно подразумева јер је она услов свих услова - без ње не иде. 
Оно што следи је уградња ових парова у мреже, а затим и у физику. Али то је прича за друге радове. 
Овде смо завршили оно што смо започели — конструкцију стабилног GH-пара. 
Као што сваки темељ мора бити чврст пре него што се на њему подигне зид, тако рад представља тај 
неминовни, али неопходни, први слој. Без њега, све што долази — мреже, физика, космологија — а и 
све остало би било без упоришта. Ми нисмо градили кућу; ми смо постављали камен на коме ће се та 
кућа тек подићи. 
Ипак, оно што овај рад чини посебним није само оно што смо доказали, већ и оно што смо ту извели. 
Сваки пут када смо могли да постулирамо, ми смо бирали да докажемо. Сваки пут када смо могли да 
претпоставимо, ми смо бирали да изведемо. Ово није била пука техника – то је била метода, али није 
само метода већ и философија. Јер, како смо већ рекли, истина се не проглашава. Она се гради. 
И управо та грађевина – камен по камен, корак по корак – чини смисао овог рада. Не његова дужина, 
ни сложеност, већ његова унутрашња нужност. Оно што смо овде створили, морало је настати баш 
овако, баш овим редом, баш са овим последицама. И то је, можда, најважнија порука: у математици, 
као и у животу, оно што је нужно не може бити другачије. 

 
РЕФЕРЕНЦЕ 
  [1] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Гедел-Хилбертов пар и релациона унија. PH-MAT-01-01A-SRB. 
  [2] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Конструктивни Гедел-Хилбертови парови. PH-MAT-01-01B-SRB. 
  [3] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Конструкција Гедел-Хилбертовог пара. PH-MAT-01-01C-SRB. 
  [4] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Теорија математичке нужности. PH-MAT-01-02A-SRB. 
  [5] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Теорија структурне нужности. PH-MAT-01-02B-SRB. 
  [6] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Теорија дефиниционих оквира нужности. PH-MAT-01-02C-SRB. 
  [7] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Теорија рупа у адитивним системима. PH-MAT-01-03A-SRB. 
  [8] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Рупе као оператори структуре. PH-MAT-01-03B-SRB. 
  [9] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Теорема о решивости кроз пресликавање. PH-MAT-01-03C-SRB. 
[10] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Универзални мастер шаблон. PH-MAT-01-04A-SRB. 
[11] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Таксономија математичких проблема. PH-MAT-01-04B-SRB. 
[12] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Универзална методологија – практични водич.  
        PH-MAT-01-04C-SRB. 
[13] Бошњак Р. & М. & Д. (2026). Примитивни GH-пар – два приступа конструкцији (2+1).  
        PH-MAT-01-05A-SRB. 
[14] Gödel K. (1931). Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und verwandter  
        Systeme I. Monatshefte für Mathematik und Physik, 38(1), 173–198. 
[15] Марков А. А. (1900). Исчисление вероятностей. Санкт-Петербург: Типография Императорской   
        Академии наук. 

 
POST SCRIPTUM 
 Стабилни GH-пар је први камен у мрежи која тек треба да се изгради. Симетрија и минимум 
— два стуба стабилности — сада су изведени, а не постулирани. Три аксиоме, три релације, за 
један стабилни пар. Оно што следи је уградња ових парова у мреже, а затим и у физику. Али то 
је прича за друге радове. Овде смо завршили оно што смо започели — конструкцију стабилног 
GH-пара. Истина се не проглашава. Она се гради. Камен по камен. 
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            CONSTRUCTION OF A STABLE GÖDEL-HILBERT PAIR (3+3) 
 

        Symmetry and minimum — two pillars of stability.   
        Derived, not postulated. 

 

 
ABSTRACT  
This paper constructs a stable Gödel-Hilbert (GH) pair starting from the primitive GH-pair [13] with two 
internal axioms each. By adding one axiom to each system (totaling 3+3) and introducing the relational part 
R with three relations — mutual consistency (C), symmetry (S), and minimum (M ) — we obtain a structure 
ready for embedding into GH-networks. While C has already been proven in previous works, here we prove 
S and M  as consequences of GH-axioms and conditions of critical complexity. We thereby show that every 
stable GH-pair satisfies the involution R² = I (symmetry) and that its energy tends to zero (minimum). This 
yields a stable GH-pair ready for embedding into stable GH-networks. The paper includes in its appendices, 
the necessity metric, reduction to network theory, and critiques with responses. 
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