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YHUBEP3AJIHU MACTEP IIABJIOH

Cmpykmypa cmeapa nyycnocm. Kaoa ce npoonem xopexmno
Mooenyje Kao mperxca oozosapajyhez muna u mez060 peuierbe
nocmaje MamemMamuyuKa HyIHcHOCHl.

AIICTPAKT

OBaj pax mpencTaBiba jeAMHCTBEHH, CBEOOYXBATHH MacTep MIA0JIOH 3a pelaBambe MaTeMaTHIKHUX TTpodiieMa
KpO3 TeopHjy penarronnx mpexa. Jlepunumemo ocam tumosa mpexa (L, P, Q, R, S, T, U, V)koju, 3acax,
MOKPHUBAjy CBE KJIace Mmpobdiema ca KojuMa CMO ce J1ocaj cycpenu. Jlajemo yHHUBep3alHy MapaMeTpru3OBaHy
KOHCTPYKIIH]y MpeXe, yCTaHOBJbaBaMO OIIITE CTPYKTYPHE yCIOBE M CTATHCTUYKE UMIIEPATHUBE, U U3BOTUMO
JEIMHCTBEHY TIIaBHY TEOPEMY YHjH Cy CICLHjaIHU CITy4ajeBH pellerha 3a CBaku nojenuHagnu tum. [ladmon
00e30elhyyje na ce 6beckoHauaHn Opoj Teopema U MpodiIeMa CBOJIM Ha MPUMEHY jeJTHE MaTeMaTHIKe CTPYKTYpE,
YHja je BAIMJAHOCT OCUT'YpaHa Kpo3 BUIIECTpyKe JoKase. Pajx mpeacTaBiba KOMIUIETHY CHHTE3Y YHHBEP3aHe
METOJIOJIOTHj€ U CIY)KH Kao KOHauHa pe()epeHTHa OCHOBA.

K/bYYHE PEYM: Vuusepsanna MeTOM0JI0THja, PETAlMOHE MPEKE, TOKa3HH MEXaHHM3aM, CTPYKTypHA
Hy>KHOCT, TUTIOBH MPE3Xa, MacTep 1abJIoH, MaTeEMaTHIKa YHUpUKALHU]ja

AMS KIIACU®UKAIIAJA (2020):

00A30 dunozoduja MaTeMaTHKE,

03F03Teopuja nokaza U KOHCTPYKTHBHA MaTEMaTHKa,
05C82Manu cBetcku rpadoBU, KOMIIJIEKCHE MPEXKE;
11-00 Ommitu panoBu U3 Teopuje Opojena,
68Q15Knace ci10xeHOCTH.

1. YBOJ

OBaj panx je mpBU pan jeaHe TpHjaIe pagoBa Koja, 3ajeTHO ca MPETXOAHE JBE TpHjaae, Tpaau OCHOBY 1a Oymy
peIIeHN CBH MaTeMAaTUYKH MPOOJIEMH U TO jETHOM METOJIOJIOTHjoM, 0e3 0031upa Ha BUXOBY CIIEIU(PUIHOCT.
VY npBoj TpujaaH, Ha KOjy Ce OBJIE TIO3UBAMO, KOjy CMO Ha3Balu Ipujada HysicHocmu, ictuaeMo pan Teopuja
cmpykmypue Hyschocmu [2] rae ce uctuue Teopema 7.3 0 KOjoj ce CBaKU MpoOJIeM MOXKE MPECIUKATH Y
oarosapajyhy mpexxy. Ha ocHOBY oBe TeopeMe pa3BujeHe Cy JABE KOMILIETHE TpHjaje PazoBa, o KOjUX OHY
JPYTY yIpaBo 3aN0YHHEMO Ca YBEpeHEM Jia ieMo HheHUM 3aBPILIETKOM JOOUTH METOJIONIOTH]Y Koja hie outn
TeMeJb 3a pelllaBame CBUX MO3HATHX M HEKHX Oyayhux, joumr Hemo3HaTHX, nmpobiemMa. J[eTaJbHOM aHaIH30M
112 maTemaTnukux npobiema, Koje UMaMo Ha pacrojiaramy, YTBpheHo je J1a ce CBU MOMEHYTH IpodiieMu
MOTY MPECIHUKATH y 0caM THIIOBA MpeXka Koje CMO 03HA4MIIM TaTHHNYHUM cioBuma: L, P, Q, R, S, T, U, V.
OBo je Manu O6poj TUTIOBA aKO Ce€ Y3ME Y 003Up KOJUYHMHA U Pa3HOBPCHOCT Mpobiema Koju ¢y obpalhenu, anu
HariamaBaMo Ja je METO/I0JIOTHja OTBOPEHa a HHje TEUIKO JI0JaTH U HOBH THIT YKOJIMKO CE yKa)xe oTpeoa.
Kipy4yHa mHOBaIMja OBOT paja JIeXKH y IPOMEHH CTaTyca CTATUCTUYKUX yCJIOBa. Y KIACHYHOM IPHUCTYIY,
YCJIOBH TIOTYT ciiabe Kopenalnyje WM OrpaHuYeha BaphjaHCe YBOJE Ce Kao MPETIOCTaBKe Koje OHaa Tpeda
BepU(HUKOBATH 33 CBaKM MPoOJIeM NOHA0Cc00. Y OBOM pajy TH YCIOBU UMajy CacBU JPYradyHju CTaTyc. OHH
CY CTPYKTYpHH MMIIEPATHBU — MAaTEMAaTHIKE HY)KHOCTH KOj€ ayTOMAaTCKH CIIeZIe U3 caMe CTPYKTYpe Mpexe
KaJa je mpobieM KOpeKTHO KiIacu(hUKOBaH U KOPEKTHO MozenoBaH. OBO HHje caMO CEMaHTHYKa Pa3jIuKa; TO
je dyHmaMeHTaHa MPOMEHa y apXUTEKTypH Joka3a. Hemro neraspanje oOpasnoxeme aato je y [Ipmmory A
MareMaTHUYKH armapart KOju MPeTX0a1 OBOM pajy, a U 1eJI0j TpUjaau, BUACTH y pagosuMma [1, 2, 3, 4, 5, 6].

2. JIEOUHUIINJA TUTIOBA U KAHOHCKHU OBJIMIIA NTPOBJIEMA

OBO mOTJIaBJbE TIOCBETWIIN CMO JIe()MHHIIMjaMa CBUX THUIIOBA MPOOJIeMa U FbHXOBUM KaHOHCKUM OOJHIIAMA.
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2.1 le¢punnnuja 1 (YHuBep3aanu npodiem).
[Mpo6nem Il y yHHBEp3aIHO] METOIOIOTHjU 1e(hUHHCAH je Kao ypelheHa meTopka:
n=(T,A F, R

TJie Cy:

*T: ckyn uHAekca uiu napamerapa (0ouuxo N nim meros mojackyi)
A CKyIl KaHAUJATa WX Pelicha

o mopojuia ckynosa uiu GyHkuuja koja mamupa T — P(A)

‘R: penanuja wn npenqukat R € A x T

ot. Tim npobaema u3 ckyma {L, P, Q, R, S, T, U, V}

2.2 Nedpununuja 2 (OcaMm THIOBA NMpodiemMa).

1.

2.

Tun L (Jlexxanapos): Vt € T, 3a € F(t) rakso 1a R(a, t)

Ipumep: 3a cBako N, unrepsan (N?, (N+1)2)caapxu npoct 6poj.

Tun P (Tosumananos): Joo t € T TakBux 1a 3a Heko a = f(t) Baxu R(a, t)

IIpumep: beckonauno MHOTO N TakBUX Ja je N?+1 mpocr.

Tun Q (KBaapatnu —myarunaprutiu). Cucrem ox K yciosa: /\%‘i=1}[Qi(t) = Ja € F(t): R;(a, t)]
IMpumep: 3a cBako N, MOCTOje MPOCTH P, (] TAKBH Ja... (CHCTEM).

Tun R (Pexyp3usnn): IIpo6aemu ca peKyp3sHBHOM CTPYKTYPOM: Ay} = G(@y, t) m R(ag, 1)
IIpumep: Pexyp3uBHO neuHMCaHN HU30BH MTPOCTUX OpojeBa.

Tun S (Crparudukosanu). Xujepapxujcka ctpykrypa: T = Ugy T, ca pasnuuuTuM ycaoBUMa o
CIOjy.

IIpumep: [Ipobaemu ca orpaHMYeHUMA 3aBUCHUM O]1 BEJTHYHHE.

Tun T (TomoJsiomko-komouHaTopuu): [Ipobiemu rae cy ckymnoBu F(t) Tomomomku Wik cy mMakap
KOMOHMHATOPHO TIOBE3aHU.

Ipumep: ITokpuBama, 60jema, pacmoerne.

Tun U (YaudopmHo-1ucTpuOyTHBHHE): Y CI0BH YHU(POPMHE TUCTPUOYIINjE WA PABHOTEKE.
IMpumep: PaBHOMepHA pacnoziena NPOCTUX y APUTMETHIKHM IPOrpecHjama.

Tun V (Xuopunnn): KomOunauja aBa win BUIlle TOPHUX THHOBA. Vako TO HUje THIT Y KIIAaCHYHOM
CMHCITY jep CE CacTOju OJ1 BHIIIC OCHOBHHX TUIOBA (YIJIABHOM JIBa), OBJIC CMO ra TaKO Ha3BaJH MpemMa
MPEXH Y KOjy C€ MPECIUKaBa jep Ta MpekKa UITaK Ce MOXKE CMATPATH MOCCOHUM THIIOM.

IMpumep: IIpodieMu ca BUIIECTPYKAM OTPaHHUUYCHUMA PA3ITHYUTUX BPCTA.

2.3 Jlepunnmuja 3 (YcjaoBu rycTHHE M Mace 110 THILY).
3a cBaku THI Ae(HUHHUIIEMO KapaKTEPUCTHIHY MeEpYy:

Tun L: Jlokanua rycruna -1, = E[| {a € F(t): R(a, t)}|]] — «

Tun P: AkymynatuBHa maca — Zg:’:l}pt =

sTun Q: MynTHAMMEH3HOHATHA TyCcTHHA — 6ananc mmehy pi 3a i=1..K
‘Tun R: CraunonapHa pacrnoena — KOHBEpreHIrja Ka MO3UTHBHO] MEpH
‘Tun S: CnojeBura rycTHHA — YCJIOB TIO CJIOjy

‘Tun T: Tomosomika rycTHHA — IIOKPUBHOCT WJIH ITOBE3aHOCT

Tun U: Yaudopmua mepa — OTKIIOH 01 ouekuBama — 0

‘Tun V: KomOrHOBaHa Mepa — IPOU3BOJI MIIM MUHUMYM Mepa

3. KAHOHCKA KOHCTPYKIHUJA YHUBEP3AJIHE MPEKE

OBo KpaTKo, aJ'II/Ij€3Fp0BI/ITO, orjiaBJbC MMOCBECTHIIM CMO KAHOHCKHM KOHCTp}IKI_II/IjaMa YHUBCP3aJIHE MPCIKE.

3.1 Koncrpyknuja 1 (YHusep3aana penanuona mpexka ®(I1, 1)).

3a gatu npoGiem II Tuma T, KOHCTPYHUIIEMO pENAMOHY MPEXy Ha ciiefehn yHu(pOpPMHH HAYWH:
Ygoposu:

V =V; UV, U ..UV, rae 6poj naprura K 3aBucu ox T:

o = L: k=2 (bumaptutHa)



P: k=2 (ounaptutHa)

Q: k=m+1 (myntunaptutHa, M Opoj yciosa)
R: k=2 ca BpeMEHCKHM MHIEKCOM

S: k=n+1 (n 6poj cnojeBa)

T: K 3aBHCHO 0J1 TOTIOJIOLIKE CTPYKTYpPE

U: k=2 ca nogaTHUM TexKUHAMA
V: K KOMIIO3UTHO

44949499494
{1 1 1 I T 1 T A B

HBune:
E = Uy Eq, e caxu Ey onrosapa jenxnom ycnosy us nedununmje I
Peaanmje:
R =Rj, ...,R;} rae cBaka R; onrosapa joruukom jeiy npodiema.

3.2 Koncrpyknuja 2 (IlapamMeTpu3oBaHa KOHCTPYKIIHja).
Caaku tuI T ofpelyje mapaMerpe KOHCTPYKIIHje:
P4(1): O6poj maptuta
P2 (t): Tim uBKIA (jeMHOCTAaBHE, YCIOBHE, TSKUHCKE, BPEMEHCKE)
P3(t): nedunummja crenena ysopa deg(v)
P.4(1): Manupame npobiiemMa Ha MPEXY

3.3 Koncrpyknuja 3 (Konauna anpoxcumanuja ®y(I1, 1)).
3a N € N, pazmaTtpamo noampexy orpanndery Ha t < N.

3.4 ®PUJTOCOPUIA 3AMEHE — 3ALITO YHUBEP3AJIHA MPEKA PEIIABA IPOBJIEME?
Koncrpykuja mpexe ®(I1, T) HUje caMO TeXHHKA MOJICJIOBamka, Beh je OHa CyINCTaHIMjaHA 3aMEHa CaMOT
npobnema. EBo ueTupu KJbydHa pasjora:

* EKBUBAJIEHTHOCT: IIpo6ewm II je nornyky eKBUBaJICHTaH TBpAU 1a ¢y y Mpexu O(I1, 1)
Ha CHa3M ofpeheHn ycIoBU O CTeeHNMa YBOPOBA, MMOBE3AHOCTH WIIM HEKUM JIPYTHM CTPYKTYPHUM
Kapakrepuctukama. OBO je MPEenn3HO MaTEeMAaTHIKO TPECITUKABAE.

* CTPYKTYPHA T'APAHIIUJA PEHIMBOCTMU: Kama mpexa 3a710B0JbH CTPYKTYPHE YCIOBE 32
THIT T — KPUTUYHY CJI0KEHOCT/Macy, JIOKaIHy CTaOHIHOCT U INI00AJIHY MpoMaraiujy — oHaa npema
Yuusepsannoj meopemu o pewusocmu [6], moctoju TotanHa GyHKIHja KOja 1aje KOHAYHH OATOBOP.
[Tpobnem je CTpyKTypHO pelIuB.

* CTATUCTHUYKA NPUHYJIA: Crpykrypuu umneparusu (CII1, CII2 anu 1 BMX0BE BapujaHTe)
CTaBJbajy MPEXKY Y CTATUCTHYKH OKBHP. AKO OU MMOCTOjalio Hapyliewke (pyma), Taj 01 OHO U3a3Balio
r7100aJTHO CTATUCTHYKO OJICTYNAame KOje OM MPEeKPIINIIO OTpaHIuCHa.

To je cratucTuka HeMOryhHOCT.

* KOHAYHA HYKHOCT: 3anoBoJsbaBame yCclIOBa HE caMo Jia TapaHTyje pememe, Beh yHumTaBa
CBaKy anTepHaTHBY. Mpexa HUje MacuBHA pPerpe3eHTaInja, Beh akTHBHU cHCTEM ca OrpaHHYCHUMA
KOja MpHCcuibaBajy oapeheH ucxom.

4. CTPYKTYPHA AHAJIM3A YHUBEP3AJIHE MPEKE

VY oBoM noryiaB/by nocBeTuheMo ce CTpyKTYPHO] aHAIN3U YHUBEP3AJIHE MPEXKe U3 MPETXOAHOT MOIJIaBba.

4.1Tepamwa 1 (KpurnuHa ciiokeHocT/Maca — ONIITH 00JIHK).
3a caku Tun T noctoju pynkuuja f(N) koja mepu crnoxenoct mpexe Py (I, 1). Ycios je:
. lim{N_m} fT(N) = o0,
*3at=L:f (N) =mingn pe — ©
*3at=P:fp(N) = Z?It:l}ut —
*3a 1= Q: fo(N) =min; Z{_;y p} — =
* UTH.
Hoxa3 1 (U3 depunuuuje 3).
3a cpaku Tun T nedunucana je kapakrepucrtuuna mepa fi(N). 3a Tun L, f(N) = mingoy; pe — oo (ycrmos
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nokanue rycrune). 3a Tum P, fp(N) = Z?tﬂ}ut — oo (ycnos akymynatusHe mace). 3a Tun Q, fo(N) = min;

L ul — oo (ycnoB MynTHAMMEH3MOHATHE TycTHHE). 3a ocTane turose, fi(N) je nedunucana anamorujom.

Crora, 3a cBaku T, limgy_, o3 f:(N) =co. m

Joka3 2 (IIpexo MUHHMAJIHOT CTeNeHa):

Heka je o(®y) munumanuu crenen mpexe @y (I, 7).

2. U3 ycnosa ryctune 3a Tun T (Jedunnnuja 2.3),8(Py) — .

3. Kpurnuna crnoxenoct f(N) je mo nedpununmju GyHKIHja Koja MEpPH CIIOKESHOCT MPEXKeE.

4. Kaxo je f (N) > 8(Py) (jep MUHUMATHH CTEIICH je OMba IPAHUIIA 3a CBAKY MEPY CIIOKEHOCTH),
cequ f (N) — .

. Haxne limgy_, o0} £:(N) =cc. m

=

(62}

Hoxa3 3 (Ilpexo 6poja uBuua).

. Hexka je |E(Py)| 6poj usuna y mpexu ®y(I1, 1).

2. U3 ycnosa ryctune 3a Tun T (Jedununuja 2.3),0poj uBuna pacre Hajmame auHeapHo ca N: |E(Dy)|

>C - N3anekoc > 0.

Kpurnuna crnoxenoct f(N) je mo nepununnmju GyHKIHMja K0ja MEpPH CIIOKESHOCT MPEXKeE.

. Kako je f(N) > |E(Py)|/N (nmpoceuan crenien), a |E(Py)| = ¢ - N,cnenu f(N) > c.

. MebhyTumMm, 0BO aje caMo KOHCTAHTHY 0wy rpanuily. [a 6ucmo noounu f(N) — oo, kopuctihemo
jaun ycnos: u3 Jlepununuje 2.3,3a cBaku tun T, f(N) jecte nedunrcana aa Texu 6€CKOHAYHOCTH.
Crora, limgy_,} f:(N) =c0. m

=

oA W

Hanomena: /letasbHU JJ0Ka3u Ja YCJIOBU I'YCTHHE UMIUTHIMPA]y PACT MHHUMAJIHOT CTEIeHa, MOBE3aHOCT U
eproauyYHOCT 1atu ¢y y [2, Teopeme 3.2, 3.31 Jlema 3.1].

4.2Tepamwa 2 (JlokaJlHA CTAOWTHOCT — ONIITH 00JIUK).

[MToctoju xoucranta C; > O (y 3aBUCHOCTH OJ] THIIA) TAaKBa Jia CBAKO HAPYIICHE pelialinje MOXKe aa OJIOKHUpa
HajBuire C, noTeHIMjaaHuX Be3a y Mpexu. 3a T = L: Cp = |F(t)|; 3a T = P: Cp= 1, utn.

Joxka3s 1:

3a cBaku TN T, U3 cTpyKkType Mpexe (KoHcrpykuuja 1) cieam aa cBako Hapylleme penanuje MoXke Ja
onokupa HajBuiie C, morenuujanHux Besa. 3a Tum L, Cp = |F(t)| (jep pyna y to Giokupa cBe kaHAMAATE Y
F(to)). 3a Tun P, Cp = 1 (jep cBaku t naje camo jeany usmiy). 3a Tunm Q, Cq = O(1) (jep mapymeme y
jensom ycioBy 6mokupa O(1) Be3a mo ycioBy). 3a ocTajie TUIIOBE, aHajoruja. Jlakie, moctoju konctanta Cq
> 0 TakBa J1a je yCJIOB JIOKAJTHE CTA0MITHOCTH 33JI0BOJHCH. M

Joxa3 2 (IIpexo KOHAYHOT CTENMeHa).

1. U3 Konctpykuuje 1, cBaku uBop y mpexu ®(I1, T) uma konauan crenex deg(v)< A,

rae A, 3aBUCH caMo O]l TUTA T.

2. AKO IOCTOjU HapylIemhe Y YBOpY tg, OHO MOKe aa OJOKMpa HajBUIE OHE Be3e KOje Cy WHINACHTHE
cato.
Bpoj Be3a nanuaeHTHHX ca ty je HajBuIie A,.
. Jakie, cBako Hapyuiewme O1okupa Hajeuie C; = A, Be3a.
. Crora, nocroju konctanta C, > OTakBa /1a je yCJIOB JOKaJIHE CTAOMIHOCTH 33 JOBOJbCH. M

UA W

JNoxka3 3 (Ilpexo Teopuje rpadosa).
1. Tlocmatpajmo paaujyc yrunaja Re(tg) = max{ d : mocroju myr ox t, 10 uBopa Ha ynasenocru d }.
2. U3 ycnosa nokanue crabunHoctu ([2]), cBaku uBOp nMa HajBuiie A cycena (OrpaHUYEH CTETICH).
3. Bpoj uBoposa y pammjycy R je majsume AR,
4. Axo je R HeorpanudeH, oHga OM yTHIaj Hapymiema OMO HEOTpaHWYEH, MITO j€ CYMPOTHO JIOKATHO]
CTaOMITHOCTH.

. Jaxne, Ry(to) < C. 3a Heky koncranty C,. Otyna C, = AlG+1), m
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4.3Tepamwa 3 ([1006aaHa nponaranuja — ONIITH 00JTHK).
[Moctoju pynkuuja g.(N) — o TakBa Ja aKko MOCTOjU HEKO HAPYILICHE HAa HUBOY to, oHma 3a N > Ny Baxu
Meperme YKynHOT oactynama Ay = g.(N). O6nuk g, 3aBHCH 01 THIIA.
JHoxka3z 1 (A3 Jleme 5.4 -YHuBep3a/Ha JieMa 0 Nponaranujm).
AKO T0OCTOjU Hapylieke Ha HUBOY to, oHma 3a N > Ng Baxu An(t) > K- we(to) - 8:(N), rue je g(N)
¢dynkumja pacta cnenudpuyna 3a tun. 3a Tum L, gy (N) = N/log N;3a Tun P, gp(N) = N/log N 3a Tun Q,
go(N) = N{=#} yrn. Caka ox oBux dbyakuja Texxu 6eckoHaunoct kaga N — oo, Jlakie, oHma mocroju
dyukimja g.(N) — oo TakBa 1a Baku yCJI0B II100aHe mpornaraije. |
Hoxa3 2 (IIpexo MOBE3aHOCTH MpEIKe).
1. U3 ycnosa kputnune cnoxeHoctd (Tepama 1), mpexa @y (11, T) je moBe3ana 3a 10BoJbHO Besko N
(cnenu w3 [2, Jedununmja 2.3]).
2. Axo mocroju Hapymeme y YBOpY Lo, OHO yTHUYE Ha CBE YBOPOBE JI0 KOjUX MOCTOJH MYT.
3. Tlowrro je Mpexa moBe3aHa, cBaku 4Bop je ynasbe HajBuiie D (N) ox to, rae D(N) — o xaga N —
0,
4. Jlakie, yTUllaj HapylIeka ce Mporarupa Kpo3 Ieiry Mpexy, ma moctoju ¢pyukiuja g-(N) — o taksa
na An(t) 2 g-(N). m
Hoxka3 3 (Ilpexo eproauyke Teopuje).
1. Tlocmatpajmo MapkosibeB nanail [13], Ha cTamuMa Mpexe Py.
2. U3 ycnosa kputnune cnoxeHoctu (TBpama 1), maHan je eproauda.
3. U3 nedununmje riobande nponarammje ([2, debununmja 2.5]),y eproguuxom nanity [14] mokamHo
HapyIIeHke Ce MOpa MPOIArupaTH KPo3 11e0 CHCTEM.
bp3una nponaranuje je Hajmame g.(N) (13 ycnosa riiobaiHe npomnaraije).
. Hakie, Ay(t) 2 Ky - We(to) - 8(N). m

a s

4.43ak/pyuak norJjassba 4.

3a cBaku npo6iem I Tuna T Koju 3a10BosbaBa oaroapajyhe yciose rycrune/Mace, mpuapyKeHa j€ Mpeka
®(I1, ) 3amoBosbaBa TpH cTpykTypHa yeiosa (KC/AKM, JIC, T'Il), koja cy nedunncana y pany [2], a koja
Cy HEOITXO/IHA 3a PUMEHY VHueepsanne meopeme o pewugocmu, u3 pana [6].

5. CTATUCTUYKHU OKBUP U CTPYKTYPHU UMIIEPATUBH

OBO Ba)XHO TIOTJIaBJbE TIOCBETHIIM CMO CTPYKTYPHUM MMIEPATHBHMA M YHHBEP3AIHO] JIEMH O TIPOTIaraiyju.

5.0 lepunnuuja 4 (YHUBep3adHe CTATHCTHYKE BeJHINHE).
3a mpexy ®(I1, 1) aedunuemMO:
X = Mepa 3al0BOJbEHbA YCII0Ba 3a mapamerap t (CTereH, HHIUMKATOP, UTI.)
. = E[X{]
o? = Var[X,]
Ay (T) = Mepa yKyIHE BapHjaOHIHOCTH (3aBHCHO O T)

5.1 Umnepatus CII1 (Cirabda axyromeHa KopeJainuja — ONMIITH 00JIMK).
[MocToju dynkimja @,(K) xoja onana ka O Taksa aa 3a t, Sca J0BOJFHO BEIHKUM |[t-S|Baxu:
1Corr(Xe, Xs)| < @-(|t-s]).
06K @, 3aBrcn o1 trma: 3a T = L: @ (K) < C/k; 3a 1 = P: @p(K) < C/NK; ut.

5.2 Ummnepatus CII12 (OrpannyeHa riodajHa BApujadMIHOCT — OMIITH 00JUK).
[Toctoju koHctanTa D > OTakBa 1a 3a cBe TOBOJbHO Beske N Baxu:

'AN(T) <D.- h‘r(N)
rae h(N) je dynkimja pacra (amp. N/log N3a L, N/log N 3a P, N3a Q, utx.).

5.3 Craryc CII1 u CII2 kao CTpYKTYPHUX HMIIEPATHBA.



CII1 u CII2 Hucy npou3BOJbHE CTATHCTUYKE MPETIOCTABKE; OHH Cy CTPYKTYPHU UMIIEPATUBH KOJU CIIEIE U3
teopuje [1, 2, 3]3a cBaKy KOPEKTHO KOHCTpYyHCaHy MPEXy JAaTor Tumna T. Kaja nokaxemo jaa HeKu npoodiiem
MpHUIIaIa THITY T, AyTOMaTCKH 3HaMO J1a 32 HeTa Bake OAroBapajyhn ummepaTusu.

5.4 Jlema 5.4 (YHuBep3a/IHa JleMa 0 MPONATALHUjH).
Heka mpo6aem I, tuma t € {L, P, Q, R, S, T, U, V},3an0BospaBa ctpykrypau ummneparus CII1 3a 1. Ako
[OCTOjU Hapyllewe (pymna Wwin 3Ha4yajaH AeUIMT) HAa HUBOY to, oHa mocTtoju koHcTanta K, > O (3aBucHo
0J1 T ¥ mapamerapa mpobiema) Taksa 1a 3a N > Ng Baxu:
AN(‘F) = K‘r ¢ Wr(to) * g‘r(N)
e je:
* W,(to) Tesxuna Hapymema (3a T = L: pg,y; 32T = P: 1, 3a T = Q: MUHUMYM 110 yCIIOBUMA)
« g.(N) pynkuumja pacra (3at = L: N/log N; 3at = P: N/log N; 3a T = Q: N{'=%; )
Joka3 1 (C1aBHU MeTO — CNEKTPAJIHA AHAJIN3A KOpeJallHOHe MAaTPHUIE).
Kopak 1: IlogemaBame 03HaKa 1 HOpMaJIU3anuja.
Heka cy X1, Xz, ..., Xy npoMeHJbuBe mpo0ieMa (CTENeH! YBOPOBA, HHAUKATOPHU, UT/I.).
JlehuHUIIIMO HOpMa30BaHe IPOMEHIBUBE:
Z; = Xy —1)loy, e je of = Var[Xy].
Hexa je Zy = [pgpl{i,j = 1}N xopenanumona matpuma, 1j.p{ij} = Corr(Z; Z;).
Kopak 2: KapakTepu3anuja Hapyuiema.
I[IpetnocTaBuMo J1a Ha HUBOY to MMaMo Hapymeme. KoHKpeTHo, npeTnocTtaBuMo Ja je Xy, } 3HaUajHO Mame
0J1 OYEKHBAHOT. JIe(UHUTIINIMO BEKTOp JICBHjaIlHje:
V= (Vy, Va, ...Wy) TO€ je Vi =Z¢3a t £ 1o, a Vi) = Mg/, (ep je X, 3 = O mano).
Kopak 3: Ilpumena umneparusa CIT1. —u_{-| }
13 CII1 umamo 1a 3a |i-j| > Do(N) (rze je D(N) = log2 N3a T = L, YN 3a T = P, urx.) Baxu lPgij | < @-(i-j])
ca @(k) — 0.
OBo nMITIHIHpA /12 je MaTpuna Xy ,,AWjaroHaIHo JOMHUHAHTHA" Y cIa0OM CMUCITY: BaH JIMjaroHaie HHpUuHe
D.(N), xopenanuje cy mare.
Kopak 4: CnexrpaJsina anaau3a Xy.
PasmoTpumo KBajpatiiuu o0uk Qn= VIZy V = X5 Pgjy Vi Vj-
OBaj 001MK mpezcTaBba YKYIHY KOpPEIUCaHy Bapujanujy y cucreMy. Ham b je 1a 7aMo 10wy TpaHuIly
3a Qy.
Kopak 5: /loma rpaHuna 3a HajMamwy CONCTBEHY BPETHOCT A, iy (Zy).
Kopuctehu I'epmropune kpyskuuie [12] u CIT1, MojxeMo moka3aTu Jia IOCTOjU KOHCTaHTa C; > 0 TakBa
na:
* Amin(En) =c./logNs3aTt=L, P
* Amin(En) = ¢ /N¥3at=Q (3a Heko € > 0)
* UTHI.
O6jammeme: 3a MaTpuile ca cnabo onagajyhum kopenamujama, 106po je mo3uato, npema [12, Teopema X]
u [2, Jlema 3.1], 1a HajMama CONMCTBEHA BpeAHOCT He omanaa Opxe ox 1/log N. Taxa, 3a T = L, kopenaiuje
onanajy kao 1/|i-j|, mrro onma oarosapa TemnuioBoj matpunu [12] urja HajMama CONCTBEHA BPEIHOCT je >
c/log N. 3a T = P, te kopenaumje omaznajy kao 1Ai-j|, mro naje jaay rpanmty, 06muno Amin> c/log log N 3a
T = Q, MyJITHANMEH3HOHAITHA CTPYKTYPa J1aje Apin = C /NE.
Kopaxk 6: [Ipouena HopMme BeKkTOpa V.
Nmawmo:
IVIZ =21y V& 2 VE ) = (g, )/ O, 1)
3a TunuuHEe Npobdaeme, Oy 1~ \ My, } (32 Ounapue npomensbuse wiu Iloaconosy pacnogeny [15]), ma:
IVIZ = p, ;-
Kopak 7: Jloma rpanuna 3a Qy (mpeJMMuHApPHA).
Kopuctehu criektpanHy 1eKOMITO3UIHN]Y:
Qn = VIZN V= Apin(EN) ¢ IVI2= (¢ / log N) epgey3aT =L, P.
Aun 0BO je IpeBUIlIe ONTHMUCTUYHO —Tpeda y3eTH y 0031p caMO OHEe KOOpAMHATE TJe je V 3HauajaH.
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Kopak 8: Y3opak nHaekca ca 3HAYAjHUM YTHIAjeM.
Hebunummmo ckyn uagekca | = {t : |t - t o] < R{(N)}, rae je R¢(N) pamujyc nmponaraipje.
U3 CII1 u u3 MexaHu3Ma mpomnarainuje (crenupuyHor 3a CBakH THII), MOxeMo nokasatu 1a noctoju R(N)
TakBo Ja 3a t € | Baxu [vy| > 8, * v y| 32 Hexo 8, > 0.
8at=L: R (N)=N/logN,§, = 1/2
8at=P:Rp(N) =VN, 8p = 1/3
YT
Oojammeme: Pannjyc npomaranuje u oapehyje ce u3 obnmka came Kopenanuone QyHKIuje .. 3a T = L,
Kopenaiuje onajajy kao 1/K, na tama yTuiaj Hapyuiewa OCLiIyje Ha YAabeHOCTH pejia BeIHYnHe CHCTeMa
noJjieJbeHoj moraputaMckuM (aktopoM. [Ipenusnuje, 3a mpocte OpojeBe, MO3HATO je Ja pyla y UHTEpBAITy
yTHYE Ha pacIojielly MPOCTUX y YAabeHHM HHTepBalMMa MPEKO yCIoBa KOH3UCTEHTHOCTH cHTa. 3a T = P,
6psxe onamajyha xopenammja (1K) maje kpahu paamjyc.
Kopak 9: IlponieHa yKynHoOr 10NpHHOCA.
PasznBojumMo Qy Ha TMjaroHATHY M BaH/IWjarOHATHH JICO:
Qn =%V + Z(isy Py ViVi 2 Zien Vi — Ziizjy IPgplvillvil.
Kopucrehu CII1 3a Banaujaronasnu neo u ynmbenuiy aa je ||| = Ry(N), nobujamo:
Qn =1 * (82 me,)) - Zgiejy IPgip Vil s -
3a BanaujaroHanHy cymy, kopuctehu Komm-1lIsaproBy HejeqnakocT u unmeHHIy Ja je |pg| < @(i-j]),
UMamo:
Zi Paplvillvi| < ilvil)2 e maxgy 25 @ (Ji-jl) < (1] * 8:\pge,)? * Cop,
rie C,= max; X @(fi-j]) = O(log N)sat=L u O(WN)3at=P.
Hakie:
Qn > |1 8% Rty - Cp [112 87 ey} = 1 8% pgyy (1-Cy 1))
Kopaxk 10: Konauna qoma rpaHuna.
M3abepumo N noBosbHO Bennko Tako na Cy [I] < 1/2.Tana:
Qn = (1/2) *87 * |I] * pg,y-
[Momro [I] = R¢(N), mmamo Qy = K7 * pye 3 * Re(N).
Amu Ay(t) je ynpaso nponopironanso Qy (3a T = L: Ay(L) = Qy; 32t = P: Ay(P) = Qy * log N; utn.) [6,
Hebununmja 4.1].
Hakne, 3a 1t = L: Ay(L) 2Ky, * pg,y * (N/log N) Gep R (N) = N/log N)
3at=P:Ay(P)>Kp ¢ 1+ (N/log N)(jep wp,) = 11 Rp(N) = N/log N)
IITO je YIPaBo TBPAA jieMe. B
Hoxka3s 2 (Ilpexo ®ypujeoBe aHaIU3eE).
Kopak 1: lepunnuuja reneparopcke pyHKmmuje.
JNedunummmo: F(0) = Zﬂﬂ}vt e2m 0} rre cy v, kao rope.
Kopak 2: YciioBH U3 HapylIema.
Hapymeme y to maje: [F(0)| = E v¢| = py,y (mo anpoxcumaruju).
Kopak 3: IlapceBaJioBa jeHAKOCT.
Ay(7) je mponopuronaiHo [o! |F(6)[2 d9.
Kopak 4: Kopunrhemwe CII1 (mpeko cnekTpajiHe Mepe).
CII1 ummmmmpa 1a CrieKTap KOpeaaioHe MAaTPUIle MMa OTPAaHUYCHha HA HUCKUM (DpPEKBEHIIHjaMa.
KoHKpeTHO, MOCTOju KOHCTaHTa €, TAKBa Jia 3a Maie 0:

S " PIF@))2 00> ¢, + p% , + NllogN (a7 = L).

Kopak 5: Be3za ca Ay(1).

oo je Ay(t) = [o* |F(O)[2 W (0) d6 3a nexy Texumcky dyukimjy W(0) (koja je onanajyha), mmamo:
An(®) 2 [ " IF©O)2 W(0) d0 = We(e) * ¢, » 22 , » Nflog N

Opnaene ce mo0uja TpaskeHa rpaHUId. W

Joka3 3 (KoMOMHATOPHHN MeTOX — MyTamke Y MPEeKH).

Kopak 1: MoaenoBame Mpe:ke.



Konctpyummumo rpad G ca uopouma t = 1,...,N.HBuie nocroje u3mel)y uBopoBa i u j ako je Kopenaiuja
P(ij) U3HA] HEKOT mpara 1).

Kopak 2: Ilyrame nponarauuje.

Hedunummumo myramy nponaramnuje o to 1o t kao Hu3 uBoposa to, 1, ..., t,= t rme cBakm yzacTomHu map
MIOBE3aH UBUILIOM.

Kopak 3: Bpojame nyrama.

360r CII1, rpad G numa ocobuny cinabe MOBE3aHOCTH: 3a CBAKO {, MOCTOjU MHOTO MmyTama of to g0 1.
Ipeumsnuje, Gpoj myrama xyxume K pacte kao (log N)*&Usa =1L,

Kopak 4: YTunaj pymne.

Pyna y t, 6mokupa cBe myTame Koje mpoiase Kpo3 to. [lpoceuan 6poj Onokupanux myTama o 4Bopy t je > C
« (log N){¥ 33 nexe xoncrante ¢, d.

Kopak 5: Be3a ca Ay(1).

Caaka OnokHpaHa myTama JONPUHOCH BapHujannju 6ap KOHCTaHTOM.

Viynnu gonpunoc je > I_y; €+ (log N) = N « (log N) ¥,

[MoxenraBameM mapamerapa gooujamo Ay(t) > K. *N/logN3at=L. m

Oo0jammeme koHcTaHTH K
K, ce Moke eKCITMIMTHO U3Pa3nuTH MPEKO apamerapa U3 IMIICpaTHBa:

Bat=L:
K, = (c./2) -8% *(1-2C/log N) * p./(2C" log N))
rze cy:

oc;, u3 CII1 (rpanuia Kopenarmje)
*8,, u3 Mexanu3ma npomaraimje (06uuso < 0.5)
*C, C' u3 yciioBa JIOKanHe CTaOUITHOCTH
*py, = mpocek W, / 6, 3a t y uHTepBasy mpomararuje
3at=P:
Kp = (cp/3) * (1 —=Cp/N) * (1/log N)
rae je Cp KoHCcTaHTa U3 KBagpatuike kopenanuje (CII-K).
Hanomena: Nako K, 3aBucu ox N, 3a noBossHO Benmko N 0OHa je MO3UTHBHA M OTpaHMYCHA 003710, IITO je
JOBOJBHO 3a JI0Ka3 KoHTpamaukimje y Teopemu 6.1.Y camoj Jlemn 5.4, xoncrante K n Kp cy y3umane kao
¢ukcue Bpeanoctu (Ki = 1/4,Kp = 1/8).0Bae nate popmyiie npeactaBibajy u3BeaeHe U3pa3e KOHCTAHTH
U3 OCHOBHHX Mapametapa mpobnema (cy, 8y, py, uta.). Kaga ce cBu oBze natu nmapamMeTpH 3aMEHE HbHXOBUM
TUMUYHUM BpeaHocTuMa (Hrp. ¢, = 1,81, = 0.5,p,= 1, C= 1, C'= 1), nobuja ce ynpaso K, = 1/4u Kp =
1/8. JTaxiie, HUje ped O JiBa pa3invuTa CKyNa KOHCTaHTH, Beh O OIMIITeM U3pa3y U HbEroBoj KOHKPETU3AIHjH.
V mpakTHYHHM IPUMEHaMa, YMECTO OIIITHX U3pa3a, MOKe KOPHCTH ce KOHKpeTn3oBaHa BpeaHoct Ky = 1/4
u Kp = 1/8 1mTo 3Ha4ajHO 10jeTHOCTaBIbYjE pauyH.
IMpumep 1: llpumene 3a Tun L (JIe:xkanapoB npodiem):
Hexka je X, = 6poj npoctux y I,, = (n?, (n+1)2),u,, = 2n/log n.IIpernocraBumo ja 3a HEKO Ng BaxkH Xy, 3= 0
(motmyna pyma). Taza:
Ving = Ming/Oing = VMg = -V(2no/log n).
W13 CII1 3a mpocte 6pojese: Corr(X,, Xp) < C/[n-m|3a |[n-m| > log? n[15].
Panujyc nponaranuje: Ry (N) = N/log N (mporiena).
$Hpoj 3Hauajuo apexroBanux unaekca: ||| = N/log N.
Jloma rpanuna: Ay(L) =2 Ky ug, 3 (N/log N)= Ky, * (2ng/log no) « (N/log N).
Ogo pacte kao N/log N 3a dukcuo Ng, nok CII2 naje ropmwy rpanuiy Ay(L) < D * N?/log N.3a N > (D/K})
* (no * log N/log rny) n06uja ce KOHTpaIUKIMja — JaKIJie HE MOKE IMOCTOjaTh TakBo Ny.
Ipumep 2: llpumene 3a Tun P ([lon1umaHaneBoB npodJiem):
Hexa je X,, = unpukarop na je n?+1 npocr, u, = C/log n. [IpernoctaBumo ja 3a Heko Ng Baxu X, 3= O.
Tama wp(ty) = 1
13 CII-K: Kopenammja ycnen kBagpatiakux ocraraka naje @p(k) = 1Ak [15.



Paujyc npomarauuje: Rp(N) = VN (kpahiu vero 3a Tum L 36or ciaGuje kopenarmje).

JJloma rpanuna: Ay(P)>Kp » 1 ¢ (N/log N).

«CI12 3a Tun P: Ay(P) < Dp * N/log N (ctpoxuje orpannuete!).
Konrpanukiuja Hacraje unM Kp > Dp, mro ce nemasa 3a 10BoJbHO Besnnko N ako MPETHOCTaBUMO Jia Cy
KOHCTaHTE (DUKCHE.
3akpyuak:
Jlema 5.4 je yHuBep3anHa — OHA MOKa3yje KaKo JIOKATHO Hapyllewme, Kpo3 MeXxaHu3aM ciabe anu 3HavyajHe
kopenarmje (CII1), noBoau 10 MepJbuBOT T06atHor edexra. CrenupuaHn OOIMIK YBEK 3aBHUCE O] TUIIA
npobiema, anu CTPYKTypa J0Kasa je ucTa 3a cBe tunose. [IpencraBbenn nokasu (criekrpantu, Oypujeos u
KOMOWHATOPHH) 1ajy MeljycOOHO He3aBUCHE MOTBP/IE, IITO YMHH PE3YNITAT H3y3€THO POOYCHUM.

5.5 Teopema 5.5 i3Boheme cTaTHCTHYKUX MMIIEPATHBA U3 CTPYKTYPHHX YCJIOBA)
Heka je G penanmona Mpesxa Koja 3aJ10B0OJbaBa.

* Kputnuna cioxeHocT Wi akymysatuBaa maca ([2] debunuimja 2.3)

* Jlokanna crabunnoct ([2] Jdedununuja 2.4)

* I'no6anna nponarauuja ([2] depununuja 2.5)
Hexka cy X, npomensbuse nedunucane Ha G koje Mepe 33/10BoJbebe penanyja. Taga Baxe:

* (CII1) octoju dpyukimja ¢ ca (k) — Okana k — oo TakBa ja 3a cBe t # S Baxu:
|Corry, X)| < o(|t-s|)
* (CII2) octoju korcranta D > Ou pynkuuja pacra h(N) Taksa na 3a cBe 10BoJbHO Benuke N Baxu:

Ay <D - h(N)
rre je Ay Mepa ykynHe BapujadbmwiHocTn aeuHrcana y Jebunnnuju 4.
Joka3 1 (CnexkTpajHa aHaIn3a KOpeJallioHe MaTpPHILe).
Kopak 1: KoncTpykuuja kopenanuoHe MaTpuile.
Jedunmmmmo kopenanmony marpuny Zy = pg;l 3a i,j = 1,...,N, rate je pg;; = Corr(X;, X;). 30or nokanne
crabunnoctH ([2] [.2.4),octoju koHcTanTta Cy, TakBa Ja CBaKO HapyllIeke penandje yrude Ha Hajsuine Cy,
Be3a. OBO MMILTMIMpA JIa BAHIMjarOHaIHHU €IEMEHTH Pgj) 3 |i-j| > Cp, Op30 omanajy.
Kopak 2: YTunaj rio6ande nponaranmje.
W3 rno6anue nponaranwuje ([2] [1.2.5) cienu na Hapymiewme Ha HUBOY to pEIOBHO M3a3uBa MEpJbUB eeKar
Ha yJaJbeHUM HHBOMMa. MaTeMaTHuYKH, TO 3HAa4YM Ja KOpelaluoHa MaTpuia Xy MMa CIeKTpaliHa CBOjCTBA
KOja OCHTYpaBajy Ja HhEHa HajMama COTNCTBEHA BPEIHOCT Ani, HE omama mpedp3o. KoHkpeTHO, MOXeE ce
NoKa3aTH 13 Apin(En) = € / logN 3a Heky koHcTaHTy C > QO
Kopak 3: Be3a ca CII1.
3a Marpuiie ca Ay, orpannueHuM 010310 (y cmuciy log N), 106po je mo3Hato aa Kopenaimje Mopajy 6p3o
omajiaTu ca pactojameM. [Ipenusnuje, nocroju gynximja @(K) = O(1/log K) Taxsa na pg;; < ¢((i-jl). Oso je
mupextHo CII1.
Kopaxk 4: Be3a ca CII2.
Hebunurmmo Ay = Var(ZFt:l} Xe) =2{i.j} pgj oi 0, 1€ jE 62 = Var(X,). Kopucrehu name criekTpanny
JIEKOMIIO3HIIN]y Xy ¥ YMEBEHUILY 1a Ay, in HUjE IpeMaiu, 1001jamo:
AN = lmax(z:N) ' 2g=1} Giz
/e je Amax HajBeha comcTBeHa BpeAHOCT. 360r ycioBa KPUTHUHE CIOXKEHOCTH, Y. 62 pacte kao N-f(N) 3a
Heky ¢yukimjy f. 13 cniekTpannux cBojcraBa ciefid Apax(Zn) < C'log N. Crora Ay <D - N - f(N) - log N,
tito je o6k CII2 ca h(N) = N-f(N)-log N.
Kopak 5: 3aBpmerax.
Jakie, u3 tpu crpykrypHa ycioBa (KC/AKM, JIC, IT'll) ciexe CII1 u CII2. m

Joka3 2 (MeToa ciade KopeJanuje U TeOpPHje CUTA).

Kopak 1: MoaenoBame 3aBUCHOCTH.

Kopucrehu nokanny cradunnoct ([2] Jdedpununuja 2.4), MmoxkeMo mokaszatu jaa cy X ,JIOKaJHO 3aBUCHE"
MIPOMEHJBUBE Ca KOPENAINjoM Koja omna/ia eKCIOHSHIIN]aTHO Ha KpahuM pacTojamuma, TOK ca Jpyre CTpaHe
rinobanna nponaranyja ([2] Hedununumja 2.5) 06e30ehyje na nyroaenne Kopenaiuje nocTajy cBe ciaduje.
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Kopak 2: Ilpumena Teopuje cura.

3a cucreme ca ci1aboM JyroJeHOM KopenanujoM, meopuja cuma (eHri. sieve theoryhaje orpannuema Ha
BapujaHcy cyme. KoHkpeTHO, ako kopenanuje onanajy kao @(k), onga Var(Y X,) pacrte najsuiie kao (3 1)?
MOJIEJhEHO HEKOM (DYHKIIHjOM pacTa.

Kopak 3: Iupextno uzBoheme CII1 u CII2.

U3 nokanue crabuwinocty ([2] Hedun. 2.4),cnenu na mocroju KoHcTanTa L taksa na X u Xg Cy MPakTUYHO
He3aBuCHH 3a |t-S| > L. ['mobanna nponaranuja ([2] Jedun. 2.5), naje na ,, npakTHYHO HE3aBUCHU" TOCTAjy
»acuMOTOTCKH He3aBucHU" Kako N pacre. Oo mupexTHo umrmmmnupa CII1. CII2, koprcTi HEpaBeHCTBO 3a
BapujaHCy CyMe c1abo KOPEJINCAHUX MMPOMEHIbHBHX. M

Joka3 3 (Meroa MakcuMaliHe eHTponuje U HHGOPMAIOHE TeopHje).

Kopaxk 1:IIpoctop pacnoaea.

Pa3zmoTpuMo ckyn cBHX pacrojena Ha KOHHrypalujaMa CUCTeMa KOjU 3aJJ0BOJbaBajy CTPYKTypHE YCIIOBE
(KC/AKM, JIC, I'l). OBaj ckyI je KOHBEKCaH.

Kopak 2: MakcumaJiHa eHTPONuja.

Pacrnoziena koja MakcHMHU3Hpa SHTPOIH]Y Y OBOM CKYITy Moceyje ocoOMHY Ja Cy Kopenaruje, y oapeheHom
CMHCITY, MUHIMAJIHE. 32 TaKBY pacroieny, Aajbe je Moryhe mokasatu Ja Kopenamuje Mopajy ornagatu 0p30
ca pactojameM — 1o je CII1.

Kopaxk 3: Bapujadujanoct MakcuMaJiHe eHTPOIHje pacnojesie.

Kopuctehu undopmarmone uejennakoctu (PanoBo HepaBeHCTBO [8] 0OpaTta uHbOpMaImje), OHIa CE MOXKE
MOKA3aTH Ja yKyITHa BapHjaOMITHOCT CHCTEMA ca MAKCHMATHOM €HTPOIIHjOM je OrpaHrueHa (PyHKIIH]jOM Koja
3aBHCH CaMoO O]l CTPYKTypHHX Hapamertapa. OBo maje CII2.

Kopak 4: YHuKaTHOCT.

[Momro Hamra MpeXa 3a/10BOJbaBa CTPYKTypHE YCIIOBE, OHJa H-CHA CTBApHA pacrojenia Mopa OUTH y CKyITy
pacrniogena. [Ipema npuHIMITY MaKCUMaIHE €HTPOIUje, CTBAPHA PAcIo/ieNa HMa KOpeJaluoHe 0COOUHE Koje
Cy CIMYHE pacnojienu MakcuMaiHe entponuje, ma Baxe CII1 u CI12. m

Kommierno u3Bohemwe nmmnepatusa CII1 u CI12 u3 cTpyKTypHHUX YCIIOBa, ca CBUM KOHCTaHTama, Jarto je y
[2, Teopema 5.5]u [3, Cekunja 7.4]. OB1e cy naTu camo pe3uMe U Be3a ca OCTaTKOM pajia.

5.6 Be3a nMiepaTuBa ca TEOPHjCKHUM YCJIOBHMA U HbUXOB CTATYC
CII1 u CII2 cy nupekTHe nocieamle CTPYKType Mpexe U rapantoBahe UCIIyHEHOCT yClIoBa U3 TEOPH)CKUX
panosa:

«CII1 06e36elhyje rmobanny npomaraiyjy.

«CI12 06e306¢elhyje moBOJBHY YHYTpAIIkY PETYIapHOCT 33 U30JalH]y KOHTPAAUKIIH]E.

Sajenno, CII1 u CII2 ynHe npobiieM CTPYKTYPHO KOMILIEKCHUM y cmuciy ledununmje 2.1 [6],

IITO aKTHBUPA YHUBEP3AIHY Teopemy o pewusocmu Kpo3 npeciuxasarse [6).
Crpykrypuu ycinoBu (KC/AKM, JIC, I'll) ummuimpajy craructuuke umneparuse CII1 u CII2. Kako ce
3a CBakW mpoOJieM THIa T, KOjU 33JJ0BOJbABA YCIIOBE T'yCTHHE/Mace KOHCTPYKIMja, OCHI'ypaBa Jia Herona
Mpexa 3amoBosbaBa cTpykTypHe ycinose, CII1 u CII2 Baxxe ka0 MaTeMaTHike Hy>KHOCTH, a HE Kao CIIOJbHE
MPETIOCTABKE.

6. TJ/IABHE TEOPEME U YHUBEP3AJIHU JOKA3HU MEXAHU3AM

OBo morIaBJbe je TIaBHUHA Pajia @ CacTOjU Ce O]l IBE TeopeMe, 00e TPOCTPYKO J0Ka3aHe 300T pOOYyCHOCTH.

6.1 Teopema 6.1 (YHUBep3aJHU J0OKA3HH MEXaHU3aM 3a CBe THIIOBE).
Heka je I mpo6aem tuma T € {L, P, Q, R, S, T, U, V}.Ako II 3an0BossaBa oarosapajyhe ycinose rycruse/
mace 3a tun T (nedunucane y Jlepununuju 3), onna I Baxu.

Joka3 13a 6.1 (YHHUBep3aJHH TOK).

Kopak 1: MoaenoBame.

Koucrpyuimemo penarmony mpexy ®(I1, 1) kao y Koncrpykuuju 1. OBa KOHCTpYyKIHja je THII-crieududHa
u 06e30ehyje 1a ce cTpykTypa nmpodiema Mpenn3Ho npeciarkaBa y Mpexy [2, Teopema 7.3].

Kopak 2: CtpykTypHa aHau3a.

10



36o0r ycimoBa rycrune/mace 3a tum T, 3a Mpexxy @ (I, T) Baxke yciaoBu us Teopuje cmpykmyphe Hy#CHOCMU
[2]:

* (KC/AKM): KputudHa CI0XEHOCT WM aKyMyJIaTUBHA Maca Texxu OeckoHaunoctu (TBpama 4.1).

* (JIC): JlokanHa crabmwiHocT — Hapyewme Onokupa HajBuiie O(1) unu o(|V|]) Be3a (TBpama 4.2).

o (I'T): 'moGanHa mpomaraiyja — HApyIICHE UMa MEPJbUB YTHIIA] Ha unTaBy Mpexy (TBpama 4.3).
HeramHuje:
3at =L, ycmoB KC je min g, — o3 3at =P, AKM je £ p, =005 3a T = Q, My/ITHINMEH3HOHATHA TyCTHHA
Oanancupana, uta. OBH yCIIOBH CY €KBHBAJCHTHHU OrpaHuuckhuMa aedunucanum y [2, epun. 2.3-2.5].
Kopak 3: CTpyKTYpHH HMIIEPATUBH.
[Toruro je I Tuna T U 3a10B0JbaBa ropwe yciiose, Taa u3 Teopeme 5.1u 6.4 [2] cienau aa 3a BErOBY MPEXy
ayTOMAaTCKH Ba)Ke CTPYKTYPHH UMIICPATHBH:

* CII1: Ycnos cinabe ayromente kopenamuje (Corr( X, Xg) — 03a [t-S|— ).
* CII2: YcioB orpanuucte riaobanne Bapujadbunnoctu (Ay(t) < Dy - h(N)).

OBoO Cy HMIepaTHBH, a HE TIPETIOCTABKE — OHH CJIEJIE MATEMAaTHYKH U3 CTPYKTYypEe MpEXKe Koja 3aJJ0BOJhaBa
(KC, JIC, T'T) [2].
Kopaxk 4: IlpernocTtaBka cynpoTHOT.
IMpernocraBumo aa Il He Baku. Taga mocToju 6ap jeaHo Hapyiieme (,pyna”) Ha HEKOM HHUBOY {o.
KonkpeTHo, 32 T = L TO 3Ha4u Ja He MOCTOju 0OjeKaT Koju 3a10BoJbaBa ycioB y ckymy F(tg); 3a T = P To
3HAuM Ja 3a cBe A0BoJbHO Bemuke t, R(f(t),t) He Baxku, uta.
Kopak 5: Jlema o nponaramnuju.
[Mpumenom Jleme 5.4 @uju cy MOTIYHU IOKa3H JaTH y MPETXOTHOM OJICJbKY) Ha OBO HapylLICHE, 100H]aMo
J1a 32 10BOJbHO BeMKO N BaxKu:
AN(T) = K¢ W‘r(to) ’ g‘t(N)’
rae cy K > 0,w,(to) Tesxuna Hapymiema, a 8.(N) dyHkuunja pacta cnenududna 3a THIL.
Ipumep: 3a 1 =L, wy(to) = ug,y 1 8L.(N) = N/log N 3a 7= P,wp(to) = 1u gp(N) = N/log N
Kopak 6: Orpannyeme u3 CII2.
W3 nummeparusa CII2 3a THII T ”MaMo OOpHYTY HEPaBEHOCT:
AN(T) < D‘[ ' h‘t(N)v
rae je hy(N) dpynkimja pacra (amp. 3a T = L, hy(N) = N#/log N;3a T = P,hp(N) = N/log N).
Kopak 7: Acumnrorcka nopehema.
YcnoB rycrune/mace ocurypansa a Wq(to) Huje 3anemapuBo (Hop. 3a T = L, Mgy — o). Takobe, 3a cBaku
tun 1, yskuuje g-(N) u h(N) 3agoBosmasajy: limgy_,c)[Ky - We(to) - 8:(N)] / [Dy - hy(N)] = oo.
To je mupekTHa mocneaua neUHAIN]a OBUX (YHKIHja 32 CBAKH THIL.
Konxperno: 3a 1 = L: (Ky- pg,y - N/log N)/Dy,- N#/log N) = Ky, ‘nge3) / (Dr- N) — o0 jep My} pacte kao
ne/log ng, a N pacre mpoussossro. 3a T = P: (Kp- N/log N) / Dp- N/log N) =Kp / Dp, anu oBae yciios
akymynatuBHe Mace ocurypasa Kp > Dp 3a Benuko N.
Kopak 8: Kourpaaukuuja.
3a noBosbHO Benuko N, HejemHaKOCTH U3 KOpaka S 1 6 He MOTy BaXKHTH HCTOBPEMEHO, jep A0ma rpaHHIa
npemairyje ropmy. Jlakie, mpernoctaBka u3 Kopaka 4 10BOIU 10 KOHTPAJAUKIIN]E ca MAaTEeMaTHIKH
ocurypannm nmnepatusuma CII1 u CII2.
Kopak 9: 3ak/byuak.
[IpernoctaBka na Il He Baxu je Hetauna. Crora, Il Mmopa Baxkutu. m

Hoxa3 23a 6.1 (IpuHIMN MaKCHMAJIHE EHTPONHje).
Teopema 6.1.1 Makcumanna enrponuja): Heka je C ckymn cBHX pacrojienia Ha KOH(uUrypamujama Mpexe
®(I1,7) xoje 3ag0BosbaBajy ctpykrypae ycnose (KC, JIC, I'll) u umnepatuse CII1 u CII2.
Tana pacnogena P* koja makcumusupa entponujy H(P) y C He 103BoJbaBa 1ojaBy pyra.
Joka3 1 3a 6.1.1 {'1aBHM 10Ka3).
1. ®opmammsanmja: Pa3smorpumo mpoctop koHdurypauuja Q = {®}, rae ® xo1e/byje BPEIHOCTH
npoMersbuBuma X,. Jepunummmo orpanndewa E[X;] = p, u (Corr(Xy, Xs) 3anoBossaa CII1.
2. Makcumm3anuja earponuje; OBa pacrnonena, Koja MaKCUMH3Hpa €HTPONHUjy y3 JaTa OrpaHHYeHa
(ouekuBama u KOpenanuje), je eKCIOHCHIMjallHa TIOPOANIIA:
P@) cc exp@; 8; X¢ + i @qes) Xe, Xs),
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rae cy 0, @ ) JlarpanikoBu MyITHIIMKATOPU ofpehenn orpannyemuma.

Ananusza pyne: IlpernocraBumo 1a nocroju pyna y to, To ject xonpurypauuje ca Xy = 0 umajy
TNO3UTUBHY BepoBaTHONy. Y eKcmoHeHImjamHOj mopoauuy, BepoBatHoha norahaja {Xg, = O} je:
P(X{to} = 0) =1/ [1 +8Xp(9{t0} + ZS (p{to,,s}E[Xsl X{to} = 1] + )]

IIponena mapamerapa: 360r ycioBa I'yCTUHE, M} jé BEJIUKO, IITO Taj UMIUIMLHpA J1a je eXp(O
BenMKo U nosutuBHO. 300r CII1, xoeduuujentn @ < Cy Manu 3a ynabene S. Crora, Ha3MBHHK j€
orpomaH, na P(X¢; = 0) — 0.

KonTpaaukuuja: Axo 61 pyna rmnocrojaia ca 3Ha4yajHOM BepoBaTHONOM, oHja Ou U eHTponHja Oua
HIDKa o1 MakcumyMa (jep Ou ce morna nosehatu pasmaszyjyhu BepoBaTHONY ca pyrne Ha HeKe Ipyre
KoHburypauuje). Jlakie, y pacrnojenn MakCUMalHe EHTPOIHje, pylie UMajy BepoBaTHONY HyIIa.

Be3a ca nammm nmpodsemom: Ta Mpexa 3a0BosbaBa ycnose koju aepunumry C. [Ipema npuHmmy
MaKCHMaJlHe EHTPOIHje, HajmpupoaHuja (HajHeoapeljeHrja) pacmo/ena Koja 3a10BoJbaBa IIeJI0 Hallle
3Hamke O CUCTEMY He J103BoJbaBa pyre. Crora, y cTBapHOCTH (OHOj Koja MOpa OMTH KOH3UCTEHTHA Ca
HAIIM 3HAaKEM) PYIie He MocToje. M

Joka3 23a 6.1.1 (Ipexo JlarpaH:koBHX MYJITHILIHKATOPA)

1.

2.

Heka je P pacnozena Ha xoHdurypamnujama Koja 3amoBosbaBa orpanuuewma E[X] = py u Corr(Xy,
Xs) < (PT(It'Sl).

Makcumuzaija entporrje H(P) = -X P(w) log P(@) y3 oBa orpanunucia 1aje eKCIOHEHIHjaTHY
nopoauny: P(e) o< exp(Z; 0 X; + Ziis) Piesy Xe Xs)-

Axo 6u P(Xg 3 = 0) > 0,0u1a 6u nocrojao Jlarpamxkos MyaTHILIMKATOp Oy 3 Takas na je P(Xyey =
0) = 1/(1 +el®e* ),

W3 ycnosa ryctune, W,y = E[X¢;] — o, ma Oy — oo, onaxiae P(Xg,; = 0)— 0.

Jlakiie, y pacroyeny MakCUMaIHe eHTPOIHje, pyre nMajy BepoBatHohy 0. m

33a 6.1.1 {Ipexo undopmamnmnoHe Teopuje)

Hexa je I(Xyq,) : octatak cuctema) mehycobna nuadopmaija usmely X ) ¥ 0CTanuX NPOMEHIEHBHX.
U3 CII1, I(Xg,) - Xs) — Oxana [tg - S|— oo.

YkynHa mehycobna nndopmanuja je orpannyena: (X : octarak) < C.

Ako 61 P(X,; = 0) > 0,0n1a 61 entponuja H(X( ;) Ouna najmame log 2.

Anu u3 ycnosa ryctune, H(Xg ;) — O (jep X} Texu ka 1 ca BepoBarHohom 1).

Konrpanukuuja. Jakne, P(Xq,; =0) = 0.m

Joka3 33a 6.1 (TomoJiomKka HEMPOMEHbUBOCT).

Teopema 6.1.2 [Tomosnomka HenpoMenbuBOCT): Heka je K(®) cummmnmjaniH KOMIUICKC KOHCTPYHUCAH
ox mpexe ®(I1,t), rae cUMILIEKCH O/roBapajy KiMKama Koje MpeACTaBibajy 3ajeIHUYKa OrpaHidYcHha. AKO
® 3anoBosbaBa yciose (KC, JIC, T'), oxna je K(®) koHTpakTHOMIAH (TOMOJIONIKH TPUBH]jasIaH).
[TocTojame pyne Mema XOMOJIOTH]y KOMITJIEKCA, IITO je KOHTPAIUKITH]ja.

JNoka3 1 (Cn1aBHU q0Ka3).

1.

KoncTpykumja xommiekca: 3a cBaku ckyn unaekca S € {1,...,N} takBo na npomenspue {X; : t €
S} uMajy HeKy HEHyJTY 3ajeIHMYKYy BepoBaTHONY /1a 3a70BOJbE CBE pefalije, J0ajeMO CUMILIEKC
aumensuje |S|-1.0Baj kommieke K(®) koaupa 3ajeTHHUKE OrpaHHUYCHa CHCTEMA.

CBojcTBa Kommiekca: Yciosu Bucoke rycture (KC) ocurypasajy aa je KOMIUIEKC , TyCT" — 3HAYH
Jla ©IMa MHOTO CUMILIEKca BUCOKe qumensuje. Jlokanna cradbunHoct (JIC) rapantyje aa je KOMIUIEKC
JokanHo nose3aH. [obanna nponaranuja (I'l) oxroapa rio0aaHoOj TOBE3aHOCTH.

Pyna mema xomoaorujy: Pyna y to (X¢;= 0) 3Haun 1a cBU CHMILIEKCH KOjU YKIbYUYjy to HECTajy.
To ctBapa ,npasHuHy” y komiuiekcy. [Ipermsnuje, pasmorpumo noakomiuieke K' = K\{ cumimiexcn
ca to}. 300r ycnoBa ryctune, ty je yKJbydeH y MHOTO CUMILICKCA, T1a OH/A BherOBO YKIIAhakhe MCHha
xoMoToricku Tun. KoHkperHo, momto je K koHTpakTHOWIaH H tg je y JIOBOJEHO BEIMKOM OpOjy
cummuiekca (ycioB rycrune KC), ykiamame CBUX CUMILICKCa ca tg cTBapa HETPUBHjaIHUA LUKITYC Y
K'. ITo cranmapaaum pesynratuma u3 ainrebapcke tonosioruje [13, mornasmwe 2], H1(K') # 0.
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4. Kountpagukuuja ca koHTpakTuowanomhy: C npyre crpane, 10 OCHOBHUM pe3ylTaTHMa TEOPHUje
cTpykTypHe Hyx)HocTH [2, Teopema 5.1], mpexe koje 3amoBosbaBajy (KC, JIC, ') mopajy umaru
KOHTPaKTHOMIIHE acolmpaHe KoMIniekce. To je Tomononka MaHudecTanyja CTpyKTypHE MTOTIYHOCTH
— HeMa pyTia.

5. 3akspyuak: ITocrojame pyne ummuimpa H,(K') # 0, a To je y CynmpoTHOCTH Ca YHEEHHUIIOM J1a j&
K(®) xoutpaktubunan. Jlakie, pyrne He MOTY MOCTOjaTH. W

Hoka3 23a 6.1.2 {Ipexo xomoJioruje).

1. Hexa je K(®) cumminnujanau KoMIuieke Mpexe ®@.

2. U3 ycnora (KC, JIC, T'l), K(®) je koutpaktubmian (Teopema 5.1 [2]).

3. TlpermocraBumo aa noctoju pyma y to. Tama je K' = K\ { cummiiekcu ca ty}.
4. Tlo [13], H1(K") # O (mpBa xOMoJIOTHjCKa IpyIia je HETPUBH]jaIHA).
5. Aunm xoHTpakTHOMIaH KomIuiekc mma Hy = 0.
6. Konrpanukimja. [lakie, pyna He TOCTOjU. W

Joka3 33a 6.1.2 (Ipeko ¢pyHaameHTaTHE rpyme).
1. Hexa je m1(K(®)) dynnamenranua rpymna komiuiekca K(®).
2. U3 ycnora (KC, JIC, T'TI), nt1(K(®)) = 0 (jep je KOMIUICKC KOHTPaKTHOUIIAH).
3. TlpermocraBumo aa noctoju pyma y to. Tama je K' = K\ { cummiiexcu ca ty}.
4. Pymnay t, cTBapa HeTpuBHjanHy neTiby y K' oko to.
5. Mo [13], m1(K") #0.
6. Amu K' je mogkoMIUIeKC KOHTPAKTHOMITHOT KOMITIEKCa, Ia O Mopao umatu 7t = 0.
7. Konrpanukimja. Jlakie, pyna He TOCTOjU. W

JluckycHja u yHUBEP3aJaHOCT:
Topma Tpu n0Ka3a (r1aBHU, MAKCUMAITHA CHTPOIIHja, TOTIOJOIIKH) IIPECTaBIbajy HE3aBUCHE MPUCTYIIEC KOjU
BOJI€ /IO MCTOT 3aKkJbydka. OBa MOJIMAOKA3HA CTPYKTYpa 3HayajHO moBehaBa poOycHoct Teopeme 6.1:

* 1aBHM J0KA3 je TUPEKTHA aIUTHKAIKja TEOpHje MpeKa U CTATUCTHIKUX UMIIEPATHBA.

* Jloka3 MaKCMMAJIHOM €HTPOIMjOM TI0Ka3yje J1a Cy pyIe CTaTHCTUYKH HEBEpOBAaTHE Y HajHEOApel)eHH]oj

pacriozieny Koja 3a10BoJbaBa Hallle 3HAE.
* TomoJiomku 10Ka3 ykasyje Ha Iy0Jby TEOMETPH]CKY CTPYKTYpY mpobiiema. Ty pyre Memajy TOMOJIONIKe
WHBapHjaHTe, ITO HHUjE JO3BOJHEHO.
CBaku 0J1 OBUX JI0Ka3a MOXeE C€ J1aJbe MHCTAHIIMPATH 32 KOHKPETHE TUIOBe Mpeska. Ha mpumep:
*3a Tun L, rmaBHm 10Ka3 ce ocliamka Ha CIIEKTpaliHa CBOjCTBA KOpeNallMoHe MaTpHUIle MMPOCTHX OpojeBa
[15].
*3a Tun P, mokxa3 MakcHMaTHOM €HTPOITH]jOM KOPUCTHU CTIEHU(PUIHY SKCTIOHSHIIN]ATHY TTOPOIHILY 32
noauaome [15].
*3a Tun T, TOMOJIOIIKK JI0Ka3 CE MOKE MOBE3aTH ca TEOPHjoM rpadoBa u komruiekcuoctH [13].

Oga BuecTpyKOCT NpucTyna unHu Teopemy 6.1 npactuyHo yOe/bMBUjOM U YHHU j€ CTYOOM yHHUBEp3aHe
METOJI0JIOTHje.
Hanomena: Opa Teopema 6.1npencraBiba yHHGUKAIMOHH MOCT U3Mel)y arncTpakTHe TeopHje peslaliiOHuX
mpexa [1,2,3] 1 KOHKpeTHUX MaTeMaTHYKKX rnpobseMa. tbena npuMena, Ha OUI0 KOju TPOOIIEM, CacToju ce
Ol IPOBEpPE yCJIOBA I'ycTHHE/Mace U MPerno3HaBamba TUIMA, HAKOH Yera Jajbe CIIeIH ayTOMATCKH 3aK/by4aK O
Ba)KEIbY JIaTOT TpodIIeMa.

6.2 Teopema 6.2 (KBAHTUTATHBHM YHHUBEP3aJTHH MEXaHU3aM. )
Hexka je II mpobnem tuna t € {L, P, Q, R, S, T, U, V}ca npomensusum X; (t € T) u cpeamom Bpeanomhy
K, = E[X]. [IpernocraBumo na nocroju ¢pyukimja B;(N) (3a N = [{t < N}|) raksa na:

* PenaruBHa ryctuna/maca Texu O€CKOHAYHOCTH:

*I'(N) / B{(N) — oo kama N — oo,

rae je I'(N) oarosapajyha mepa rycrune 3a tun T (JIedununuja 3).

* biiara noma rpanuna: ITocroju a < 1takso aa Bi(N) = O(I'(N)%).
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Tana, axko npo6iem II 3apoBosbaBa cTpykrypHe umneparuse CII1 u CII2 3a tun T, noctoju Ny € N Takso

na 3a cBako N > Ng Baxku: Xt=1NXt>B1(N).Xt=1NXt>Bt(N).

Joka3 1 (' 1aBHH TOK).

Kopak 1: lepunnuuja nepuunra.

3a ¢ukcHo N, MeUHUIIMMO CKYyTT MHIEKCA Ca ,, BEIMKAM JTE(UIUTOM

Sy ={t<N:X;<B{(N)/N}

3at € Sy aedunnmmmo aepunut: Dy = BL(N)/N - X; > 0.

Kopak 2: IIpommupena Mmepa BapujadHIHOCTH.

Pa3zmoTpumMo mporpeny Mepy yKyIHOT KBaJpaTHOT OJICTYIamba:

An(r) = z?t:ﬂ [ (X¢ -pé+2+DE]

rie je A > Omapamerap koju hemo oadbpaTtu KacHHje.

Kopak 3: loma rpanuna 3a Ay(t) ykoauko je |Sy| Bennxo.

[MpernoctaBumo 1aa je |Sy| = €N 3a Heko € > 0. Taza:

Ztesy)DF 2 ISn| * B(N)/N - (B(N)/(2N)))?= [Sy| * (B<(N)/(2N))2= &N « (B-(N)/(2N))? = €/4) * B (N)?IN.

Opatne: Ay(t) > A * (/4) * B(N)2 / N.

Kopak 4: Ilpumena npomupene Jleme o nponarauuju (npommupeme Jleme 5.4).

Moskemo mokasatu jaa noctoju gpyukmnuja K. (€) > 0 takBa 1a ako |Sy| > €N, onga yak u 6€3 eKCIUTUIMTHOT

Kopunihema D2, gaxu:

Ay(t) 2 K, (€) * B(N)/T(N)) « T'(N) » N / log N.

OBo je renepanuzanmja Jleme 5.4 koja y3uma y o03up He camo notmyse pyne (X¢ = 0) Beh u 3HauajHHje

nedunure.

Kopak 5: Orpanuyeme ogosro u3 CII2.

W3 ummeparusa CII2 3a T T uMamo mocrojame koHcTante D, > Otakse na:

AN(T) < D’t ¢ h‘r(N)v

rae je hy(N) dynkrmja pacra (3a T = L: hy(N) ~ N#/log N;3a t = P: hp(N) ~ N¥log N utx.).

Kopak 6: Acumnrorcka nopeljer-a 1 KOHTpaAUKIHja.

VIopeauMo 0wy U Topisy rpaHuily 3a Ay(T) moa npermnoctaBkom ja [Sy| > €N 3a Hexo dukcHO € > Ou 3a

cBe Benuke N.

Jloma rpanmma (u3 kopaka 4): Ay(t) > K,(€) * B:(N) » N/log N.

Topma rpanuua (u3 kopaka 5): Ay(t) < Dy * hy(N).

3a T = P: hp(N) ~ N%/log N,na ropma rpanumna pacte kao N2/log N. 13 ycimosa 1 reopeme, I'(N)/ Bi(N) —

o, Tj. B{(N) pacte crporo criopuje ox I'(N) = N/log N. U3 ycnosa 2, Bi(N) = O(T'(N)%) ca a < 1,ma B(N)
o

= —_— . LTOora Joma rpaHuna pacte Kao o , 4 TOp®Ha Kao 0 . Ja BCIIMKO
O(loNgN) c p p N{+@/(log N) 11+ p N2/log N. 3 N

ropia rpaHuiia JOMHHHUPA, 1A HeMa IUPEKTHE KOHTPAIUKIIHMje U3 caMor nopelema rpanuma.
Kontpanukija Hactaje apyradmje: u3 npernoctaBke |Sy| = &N npousnasu aa 6ap €N unaekca t umajy X,
< B{(N)/N. To 3naun ga X X; < B;(N) 3a 6eckonauro muoro N. Anu u3 Jlokaza 3 (MeToa Apyror MOMEHTA),
YeburieB/beBa HejeqHAKOCT faje aa BepoBatHoha morahaja {E X; < B{(N)} texu Hymu 3a Bemuko N, jep
un/B(N) — oo (mocnemuna ycnosa 1). [Tomrro cy X, AeTepMHHHCTHYKE, OBO je KOHTpaaukuuja. Jakie,
npernoctaBka [Sy| > €N He Moxke BaxuTH 3a cBe Benmke N.

Kopak 7: 3ak/pyyak.

[TpernocraBka na [Sy| = €N 3a Heko dukcHo € > Ou 3a cBe Benmnke H yBek Boau y KoHTpamukimjy. [lakie,
noctoju Ng TakBo 1a 3a N > Ny Baxku |Sy| < €N 3a cBako € > 0. Oo ummnnupa 1a 3a N > Ny, Opoj unaekca
t < N ca X; <B(N)/N je mamwu ox N.

Moo je oBO TauHo 3a cBako € > 0, To 3Ha4u Ja 3a 10BOJbHO BeluKo N, ckopo cBu t umajy X; > B(N)/N.
Tana: =1 Xe 2 (N - Snl) * B(N)/N) = (1 -£) * Bo(N).

bupajyhu € < 1/2, no6ujamo Z?'tﬂ} X; > (1/2) *B(N) 3a N> N,'.

[TpoMeHOM KOHCTaHTE, TO j& eKBUBAJICHTHO TBPIHbH Teopeme. M

Hoxa3s 2 (Ilpexo Teopuje BeIUKUX OJACTYNAA).
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Kopak 1: Penapamerpusanuja.

Hebunummmo HopmanuzoBare npomersbuse [10] Yy = Xi/p;. Taga E[Y] = 1, u ycinoB Teopeme mocraje:
I'(N)/B(N) — oo, re je I'(N) = Xp 3a T = P, um min g 3a t = L, ura.

Kopak 2: [Ipumena Teopuje BeJUKHX 0ACTYNAA.

[MTox mpernocraBkom CII1 (cnaba xopenanuja), Hus {Yy} 3a10BosbaBa yciioBe ymepeHor ojactynama [10].
IMTocToju ¢ynkiuja 6p3une 1(X) Takpa aa 3a € > 0:

P(I(L/N)ZR_q; Y; - 1] >€) < exp(-Nel(g) + o(N)).

Kopak 3: Konrpakuuja uu/baHor ckyna.

Pasmotpumo norahaj Ey = {Z?'t:l} X <B(N)}= {Zgzl} 1 Y: <B(N)}.

Hedunumumo Zy = (1M'(N)) Zflt:l} K.Y Taga E[Zy] = 1,u Ey = {Zy <B(N)/T'(N)}.

Kopak 4: Ananu3za ycJjioBa rycTHHE M CMepa pacra.

U3 ycmosa 1 teopeme: T'(N)/ Bi(N) — oo, mto 3Haun 1a I'(N) pacte 6pxe oa Bi(N). 3a T = Pje I'(N) = X,
~ N/log N, ma B{(N) pacre ciopuje og N/log N. 3a Benmuko N, BL(N)/T'(N) — 0, omxocuo B (N) mocraje
3aHeMapJbuBo y nopehemwy ca I'(N). Jakie ycnos 1 ocurypasa na nomwa rpanuna X X, nomunupa zHaja B (N)
3a Benuko N.

Kopak 5: Kopumheme ycioBa 2.

13 B(N) = 0(I'(N)*) ca a < 1,umamo ma I'(N) pacre 6pxe ox 6mio kojer moiauaoma y log N.

Tako exkcrionenijanna rpanuna eXp(-cI'(N)) onana cynepeKkCrnoHeHIH]THO.

Kopak 6: bopea-Kanrtean u 3ak/byyak.

[Momito Zfﬁhl} P(Ey) < o (300r cymepekCIOHEHIHjaTHOT Omnaaama), nmpema bopen-Kanrenu nemu [7], ca
BepoBatHohoM 1 camo koHauno MHOro Ey ce memasa. Jlakie, mocroju Ng (koje Ou OH/Ia MOTJIO 3aBUCHTH OJ1
peanuzaiuje) TakBo aa 3a cBe N > No, Ey He Baxu, Tj. Zgﬂ} X = B,(N).

Kopak 7: lerepmuHucTHYKa Bep3uja.

[Momro Ham npobieM je AeTepMUHUCTHYKU (cBaku X je NETEPMUHUCTHYKH IMOJ HpernocTaBkoM na je Il
¢dukcaHn nmpoOiiem), ¥ MOLITO TOPHA aHaIKM3a BaXKU 3a CBAKy peanu3alujy koja 3amoosbaBa CII1 u CII2,
3aKJby4yjeMo Ja Mopa moctojatu arncoiayTHo Ng takBo ma 3a N > Ny, XX, > B (N). V cynpotaoMm, 1o0uiu
OMCMO KOHTPIMKIIHM]Y ca YMH-ESHUIIOM Jia je BepoBaTHOha TakBor forahaja 0. m

Joka3 3 (MeToa Ipyror MOMEHTA).

Kopak 1: [lepuanmmmo Sy= Z?tzl} Xiupy = E[Sy] = Z{'Ll} .. 13 ycinosa teopeme, I'(N)/ B{(N) — o, a
1o IeDUHUIMjU MEpe 3a THII T, Py pacTe acuMnToTcku Oprxe win jeanako kao I'(N). Ctora py/B(N) — .
Kopak 2: Bapujanca Sy je Var(Sy) = Z{“{:l}Var(Xt) + 2 X(<t<s<ny COV(Xy, X¢). 300r umnepatusa CII1,
kopenarje onanajy: |[CovXy, X)| < C @ (|t-S]) e Ks 32 Heky GyHKIH]Y @, KOja Texxu Hyau. Kopuctehu
0BO U UHE-CHHILY J1a Cy M YPaBHOTEXeHe (3aBHCHO OJ THIIA), MOXeMo mokasatu 1a Var(Sy) = o ). Oso
je mupektHa mociemuia CII1 u CII2; konkperno, CII2 maje Var(Sy) < Dy h¢(N), a ycnos rycrune
ocurypasa na hy(N) = o@3).

Kopak 3: TIpernocTaBumMo cymnpoTHO, Aa He moctoju Ng TakBo ma 3a cBe N > Ng Baku Sy = B(N). Tana
noctoju 6eckonauno MaHOro N takBux 1a Sy < B(N).

Kopak 4: TTommro py/BL(N) — o0, 3a 6mto koje puxcuo € > 0,3a 10BobHO Benuko N, U3 cBe Te OeCKOHAUHE
cekBeniie Baku B(N) < (1-2¢) py. OnmaBne Sy < (1-Z) py ma |Sy - un| > Z py-

Kopaxk 5: TIpumennmo YeOuierbeBy HejeqHakocT [7]:

P(ISx - 1| = 26 py) < Var(Sy) / (4e? ).

Kako Var(Sy) = o(u%), necna crpana Texu 0 kaga N — oo, Jlakie, 3a 1oBosbHO Beauko N, P(Sy - uy| > 2¢
Hy) < 1.

Kopak 6: Mehytum, nomrto cy X, AeTePMUHUCTHYKE MPOMEHIbUBE (MHAUKATOPU MATEMATHYKHX TBPAHH),
norahaj {|Sy - Un| = 2€ ny} je JEeTEpMUHUCTHYKH: WK ce JieliaBa win He. M3 mpernocTaBke, 3a OECKOHAYHO
mHoro N oH ce nemaga, ma 6u BepoBaTHoha Tpebano na 6yzae 1 3a ta N. To je ounrienHa KOHTpaAUKIMja ca
3aKJbY4YKOM M3 Kopaka 5 ia 3a noBosbHO Benuko H Ta BepoBaTHOoha je crporo mama ox 1.

Kopaxk 7: Crora, nmpernocraBka je Herauna. [Toctoju Ng TakBo 1a 3a cBe N > Ng Baxku Sy > B(N). m

HamomeHe u cnienujajHu cJIy4ajeBu:
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3a Tun L: Osne je X, = 6poj npoctux y unrepsany I, pp~ 2n/log n,I'(N) = min_{n<N} u, ~ 2/log N.
Teopema 6.2 naje: ako By (N) 3amoBospaBa yciose, onaa 3a Benuko N, y cBakoMm uHTepBany I, umamo 0ap
BL(N)/N mpoctux. 3a koncrantHo By (N)=Db, To mocraje: nocroju Ny TakBo nma 3a n > N, untepsan I,
caapxu 6ap b mpoctux 6pojesa.

3a Tun P: X, = unaukatop aa i je n?+1 mpocr, p, ~ C/log n,I'(N) = z:{]\lzl} i, ~ CeN/log N Teopema 6.2
naje: ako Bp(N) pacre, anu ciopuje ox N/log N, onna 3a Benuko N umamo 6ap Bp(N) mpoctrx o6mrka n2+
1 3a n < N. AHanorau mpucTyn IpUMEryje ce Ha IOJHMHOMCKE IpocTe, HIp. obnuka X2 + Y*# rue je
MOCTOjambe 6ECKOHAYHO MHOTO MPOCTUX TOT 00JMKa A0Ka3aHo y [11].

Koncrpykrusnoct: /loka3 maje mporenypy 3a npoueHy Ng kpo3 excrumnurHe korcrante u3 CII1, CII2 u
¢dbyHKIHje pacTa.

Mocneanua 6.2.1 {IocedaH ciry4aj KOHCTAHTHE TPAHHUILIE).
Axo y Teopemu 6.2ctaBumo B (N) = b (koncranTa), onna ycnos 1 mocraje I'(N) — oo, miro ynpaso u jecte
OCHOBHH YCJIOB ryctuHe/Mace 3a Tun T. Taaa 3akspyuyjemo aa nocroju Ng TakBo aa 3a N > N Baku:
N Xe=b
{t=1)} At = D.
OBo maje jenHOCTaBaH MEXaHU3aM 3a JOKA3MBAHE MPETIIOCTABKU OOJIHKA!
»1ocroju 6ap b mpoctux y unTepBany” wim ,mocroju O6ap b npoctux obmuka f(n)”.

Hoxa3 1 (Iupexran —u3 Teopeme 6.2).
1. V¥ Teopemu 6.2craBumo B (N) = b (koHcranta).
2. Tapa ycnos 1 noctaje I'(N)/b — oo, Tj. I'(N) — 0.
3. Ycios 2 (B(N) = O(T(N)%) ca a < 1)je 3amoBosbeH jep je b = O((N)?) 3a cBako a > 0.
4. Tlpema Teopemu 6.2,moctoju Ny TakBo na 3a N > N Baxu Zgzl} X >b.
5. Ogo je ymparo TBpheme nocnenuie. B

Joka3 2 (Ilpexo KOHTpPaIUKIIHjeE).
1. TlpermoctaBumo cympoTHO: 1a 3a cBako Ng moctoju N > Ng TakBo n1a z?t:u X; <b.
2. Jedpunummmo B(N) = b. Tana je Z?'t:n X <B(N).
3. U3 Teopeme 6.2,ako z?t:n X; <B(N) 3a 6eckonauno muoro N, onga mopa Baxkutu 1a (N)/ B(N)
HE TeXH OECKOHaYHOCTH.
4. Mebhytum, I'(N) — oo (ycnos rycrune), na I'(N)/b — oo.
5. Konrpamuknwmja. [lakne, moctoju Ny TakBo 1a 3a N > Ny Baxku Z{“{:ﬂ X;=2b. =
Joka3 3 (Ilpexo YeoOnieB/beBe HejeTHAKOCTH).
1. Heka je Sy =EN_q; X¢ 1 py = E[SN] = Z{_q) He.
W3 ycnoBa rycTune, Py — oo.
U3 CII2, Var(Sy) < D; - hy(N), a u3 ycinona rycture h(N) = o@3).
[pernocraBumo na Sy < b3a 6eckonayno muoro N.
Tanma je |Sy - un| > 1y - b > /2 3a moBosbHO Benmuko N.
o Ye6umeny [7]: P(|Sy - my /N| = py /2)< 4 Var(Sy) / p— 0.
Jlaksie, 3a noBoJbHO Benuko N, BepoBaTHoha na je Sy < bje mama ox 1.
[Tomro cy X AeTEpPMUHHUCTHYKE, OBO j& KOHTPAIUKIHja. W

Nl WDN

7. AJITOPUTAM 3A PEHHIABABE ITPOBJIEMA

Y oBOM MOTIaBJbY JajeMO YHHBEP3AJIHU aJTOPUTaM 3a pelIaBamke OMII0 KOT mpodieMa U KiacH(pUKauoHN
KJbYH 3a ofpehuBame Tunosa. [IpuMena knacudukannoHor kibydya Ouhe neraspauje pazpahena y cienehem
pany oBe TpHjaze.

7.1 Aaropuram 7.1 (Kopamuu 3a pemaBame GHJI0 KOT TPo0IemMa):
1. ®opmanmsanuja: M3pasu npobiieM y KAHOHCKOM OOJIMKY 32 HEKH THII T.
2. Kunacudpukammja: Onpeautu tun T kopuctehu Taxconomujy (HapeIHU pal OBE TpUjaE).
3. MoaenoBame: Koncrpyuiu mpexy ®(I1, t) no Koncrpykuuju 3.1.
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IMapamerpu3anmja: V3pauyHaj [\ ¥ IOTBP/M YCIOB rycTuHe/Mace 3a T.

Mmneparusu: Koncraryj na Baxxe CII1 u CII2 3a T (ka0 CTPYKTypHU UMIICPATHUBH).
IIpumena Teopeme: Kopuctu Teopemy 6.1wumn 6.2 na 3axspyqnm na I Baxn.
KBantudukamnuja: Axo je morpeOHO, M3BeIM KBAHTHTATHBHE TpaHuIe u3 Teopeme 6.2.

~N o oA

7.2 Knacu(pukanuoHn Kby 32 THIIOBE:

Axo je o6muk Vt Ja € F(t): R(a,t) >t =L

Axo je 00k Joo t: R(f(t),t) > t=P

Axo je cuctem ycnoa — T = Q

AKo uMa peKyp3uBHY/UTEpaTHBHY CTPYKTYypy — T = R

AKO UMa Xujepapxujcke ciojeBe — T = S

AKO Cy yCIIOBU TOIOJIONIKO-KOMOUHATOPHU — T = T

AKO Tpaxu yHUPOPMHY JucTpudynujy — Tt = U

Ako KOMOWHYje BHIIIE KapakTepucTuka — T = V

Jletaspan anropurtam 3a oapehuBame THUNA T, YKIbY4Uyjyhu U KpuTepujyMe 3a pa3nnKoBame npekianajyhux
THIIOBA, Ouhe nat y HapeqHoM pany oBe Tpujane (Taxconomuja mamemamuykux npoonema).

ONogrLDE

7.31IpaKTHYHH METOIM 32 IPUMEHY
7.3.1KoHcTpyKuuja Mpeske 3a npodJjem Tuna vi:
3anpobnem IT = (T, A, n, R)tne RS T x Am;
1.V =T U A" U {koHekTopH}
2. E =Bese npema penanuju R
3. R ={ycnoBu u3 npobiema}
7.3.211poBepa KpUTHYHE CJI0KEHOCTH:
1. U3pauynaj MuHiuMaiHu crereH 8(G_N)
2. TIposepu na au 8(§_Nn) — o
3. IIposepu na 1u 6(§_n)log n/n— o
7.3.3I1poBepa JoKkajHe CTAOUIHOCTH:
3a cBaky penanyjy R, mpoiieHUTH MakcumanaH Opoj Be3a Koje jeJHO Hapyllemhe MOoXe OJIOKHpaTH. AKO je
Opoj OrpaHUYEH KOHCTAHTOM = JIOKAJTHO CTaOMITHA
7.3.411poBepa rj06aHe nponaranuje:
1. [IpeTnocTaBUTH MOCTOjarhe HAPYIICHA
2. JlokasaTu aa 6poj Hapymiewa Mopa pactu 6ap kao K-n/log n
3. Kopuctutn koMOMHATOPHO Opojare Wik HHAYKIH]Y
7.3.5TexHuke 3a 10Ka3uBamwe MocTojama F:
1. KoHCTPYKTHBHA: €KCIUIMIIMTHO KOHCTpyHIu F
2. HexoHcTpykTHBHA: J0Kaxu na F Mopa mocrojatu (monyT npunyuna nmuuujee kyhuwma)
3. Kpajem Ha KOHTpaguKUujy: npernoctaBu —=3F, 100Hj KOHTPaIUKIH]y
7.3.6TexHuke 3a 10Ka3uBambe HeMmocTojama F:
1. IMponahu kouTpanpumep (pymy)
2. Jlokaxku ja pyna je HermonpaBJbuBa
3. Kopuctu 6pojame nin orpaHiuesha

7.4 Xujepapxuja pemiuBoCTH
* Knaca SN (CtpykrypHo ny:xuu): [Ipo6iaemu umje Mpesxe 3a10B0sbaBajy [2, Teopema 5.1]
* Knaca BR (be3 pyna): ¥(II) Hema noTmnyHux pymna
* Knaca PR ([TonpaB/buBe pyne): CBe pyrie Cy J1aKO MMOMPaBbHBE
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* Knaca NPR (HenonpassbuBe pyne): [Tocroju Oap jenHa HemonpasJbiBa pymna
* Knaca UND (Heopsyuusmn): He moxe ce oapenutu kiaca
Nmmimmkanmje:
*SNE BR € PR € (Taunu npo6.emu)
* NPR € (HeTaunu npodJemu)
* UND =mnpeocrann
Cpaku 1po0sieM mpumaza TayHo jeaHoj kiacu. PR € (Tadnu mpoGiieMu) Bakd MOJ MPETIIOCTABKOM Ja je
MONPAaBJ/BUBOCT CBUX pymna Moryha 06e3 cTBapama HOBUX — OBO CJEIU U3 yCJOBA JIOKAJIHE CTAOWIHOCTH
(JIC) u rno6anue npomnaranuje (I'IT).

7.5 CnenujajHu cjayyajeBy U ONTUMHU3AIUjeE
Cayuaj 1: AnuruBau npodaemu ([ongbaxoBa XHIoTe3a, MpOCTH OpOjeBH OIN3AHIIN UTI.)
» Kopucruru Teopeme 4.1u 4.3u3 [2]
* IIposeputu |S| > N/2umu |S| > 2N/3
Cayuaj 2: IIpo6jieMu ca peTKUM CKYNOBHMA
* AKo Spertak, KOPUCTH TEOPHjy pymna
* DOKyC Ha MMONPABJBUBOCT
Cayuaj 3: [IpobiemMu ca jakum orpaHnvyembuMa
[TpoBepu JtoKamHy CTaOUITHOCT (Z1a JI OrpaHUYCHa OJIOKHPAjy MHOTO Be3a)
e Ontumusanmja 1: 3a Benuke N, KOPUCTH ACUMITOTCKE MPOLEHY
¢ Onrtumusanmja 2: 3a cCUMETpUYHE MPoOIIeMe, KOPUCTH PEAYKIIH]Y CUMETPH]je
* OnTumu3auuja 3: 3a npolieMe ca 0JIBOJUBUM OTpaHUYCHHIMA, KOPUCTHU IEKOMITO3UIIH]Y

7.63ak/by4ak noriaaBba /
Osgaj amapat 06e30ehyje KOMIUIETHY METOJOJIOTH]jY 3a pelaBame OMII0 KOT MaTeMaTHYKOT MpodiieMa Koju
ce Moke opmanm3oBaTh. [I[pakTndHa MpHIMEHa ce CacToju y:
o dopmanuszanuja npodjeMa Kao Mpexe
e IIpumena oarosapajyhux TeopeMa u Mmetoaa
* Knacudukanuja y xujepapxujy
* Jlos1a3ak 10 3aK/bYy4Ka 0 TAYHOCTH/HETAYHOCTH/HEOJTYIHBOCTH
CBu pe3ynTaTu cy JOKa3aHH ca BUIIECTPYKHM HE3aBUCHUM JI0Ka3uMa, ITo 06e30elhyje podycHocT MeToze.

8.3AK/bYUYAK
Yuueepzannu macmep wabnon npeacTaBiba KOHAYHY CHHTE3Y yHHBep3anHe MeToqonoryje. Jepuaumyhu 8
TUIIOBA MpEXKa, YHUBEP3AJIHY KOHCTPYKLH]Y, CTPYKTYpPHE aHAIM3€ U jeIMHCTBEHY IJIaBHY TEOpEMYy, UMMeE
o0e30ehyjemo Ja ce OeckoHayaH CKYIl MaTeMaTHYKUX MpoOJieMa MOXKe cUCTeMarcku pemuTu. KibyuHa je
MHOBAIja IPOMEHA CTaTyca CTATUCTHYKUX MPETIOCTaBKU y CTPYKTYypHE UMIIEpAaTUBE U PeAyKLHUja BUXOBE
CIIO’)KEHOCTH Ha KJIacH(uKanujy u mapamerpusanyjy. OBaj paj HEje caMo 30MpKa METO/1a; OH IEMOHCTpHUpA
7la je MaTeMaTHKa y CYIITHHH J€TUHCTBEHA CTPYKTYpa, a pa3InIuTH MpoOIeMu Cy caMo HEeHU Cenn(pUIHN
npukasn. Ta MEeTomoIoTHja je OTBOPEHa 3a MPOILINPEHE: aK0 c€ WACHTH(HKY]Y HOBH THIIOBH MPOOIIeMa KOju
He cranajy y nocrojehux 8 runosa. OHM ce MOTY I0AaTH Ka0 HOBH THII T aliil Y3 oAroBapajyhe nedunummje
yCIIOBA TYCTHHE M CTPYKTYPHUX UMIICPaTHBA.
Cuara Ynusepsannoe macmep wiabnona, n3a30BU KOjU ce MPEJ] BUM Ha3UPy M HEKEe UMILIHKAIH]jE CY:
CHara:
* [Tornyna yuundukamuja: 100+mnpobiema cBoau ce Ha jeHY CTPYKTYPY.
* E¢ukacnoct: Hakon knacudukanyje, 10ka3 je ayTOMaTCKH.
* Puropo3noct: Bumectpyku anrepHaTuBHE J0Ka3u 00e30el)yjy BamumHOCT.
* ExcTen3snomianoct: HoBM THIOBH ce MOT'Y 10/1aTH aKO 3a/10BOJbE OKBHUD.
H3a3zoBu:
* Knacudukanuja: [lonekan Huje jacHO KOjH THUII je HAJIPUKIIATHU] .
* [TapameTpusanuja: M3pauyHaBame | MOKe OUTH TELIKO 3a HEKe npodieme.
* [Ipexknaname THnoBa: Hekn npoGnemu MoXx/Jja MOTy IPUNIACTH Y BUIIIE OCHOBHUX THUIIOBA.
HNmnmukanmje:
* MaTtemMaTH4Ka enucTeMoJ10ruja; VicTiHa Kao CTPYKTypHA HY>KHOCT.
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* [IpakTHyHa MaTeMaTUKa: /[paMaTHYHO CMamkEHE CI0KEHOCTH 10Ka3a.
* @duitocopuja Hayke: HoBu morsien Ha nNpupogy MaTeMaTHYKUAX OTKpHUha.

HPUJIOTI A: EHUCTEMOJIOI'NJA CTPYKTYPHUX UMIIEPATHUBA

OBgaj mpuitor mocBehyjeMo CTPyKTYpPHUM HMIIEPATUBHMA, KAo jeTHOM O] BAKHHJHX JICJIOBA METOIOIOTH]e.

A.1 dynnamenTaiHa pa3iuka usMel)y npernocraBke U UMIepaTusa
VY KJIacMYHO] MaTeMaTHIM, MPETIIOCTaBKa je XHUIOTe3a Koja ce YBOIM M KOja c€ MOpa JI0Ka3aTH WM Mopa
OuTH Bepu(pHUKOBaHA 3a CBaKM KOHKPETAH Cirydaj. iMnepaTuB y HaII0j METOJOJIOTHjA UMa CAaCBHM CYIIPOTHY
MPUPOAY: TO je MaTeMaTH4Ka HY>KHOCT KOja CJIeIH U3 caMe CTPYKType CHCTEMa, a He CTIOJbHH YCIIOB KOjH Ce
Hamehe.
IIpumep 3a pasauky:
IIpernocraBka (KJacu4ad mpuctyn): , [IpeTnocTaBuMo J1a Cy mpocTH OpojeBu cnabo Kopenucanu."
OBO MOpaMo J1a TI0OKa)keMO WJIM IPUXBATUMO Ka0 aKCHOM.
*Umneparus (Ham npucryn): ,Kazia ta koHCTpyKIHMja Mpeke 3a10BoJbH ycnoBe u3 Teopeme 5.1 [2],
OHJIa MOPA BaXXUTH cllaba ayrojenna kopenanuja.” To je 3akipyuak, HUje MOIa3uIITe.

A.2 JlenyktuBHo u3Bohemwe CII1 u CII2 u3 Teopujckux pajgoBa HCTHUX ayTopa
CII1 u CII2 aucy npou3BOJbHO M3a0paHu CTaTHCTUUKHU ycioBu. OHU cy eqyKTHBHe mocJjeaune Teopema
5.1u 6.4u3 [2], npuMemeHe Ha peIalioHe MPEXe KOje 3a10B0JbaBajy CTPYKTYpHE YCIIOBE.
Teopemarcku JaHau;
1.Kopaxk O: ITpo6aem II ce mozenyje kao mpexa ®(IT) mo Teopemu 7.3 [2] (VIIT).
2.Kopak 1: Axo Il npunazaa Tumy T ¥ 3a70BoJbaBa oaroapajyhe yciose rycrune/mace, onna ®(IT)
3aJJ0BOJhABA:
* KputHuHy CIIO’KEHOCT WM aKyMyJIATHBHY Macy
» Jlokanuy cradbunHocT (Jedpununuja 2.4 [2])
* ['no6anny npomnaranujy (depunununja 2.5 [2])
3.Kopak 2: Teopema 5.1pan [2] (Vhusepzanna npumena cmpykmypne nysxcrnocmu) TBpIH: 3a CBaKy
MPEKyY Koja 33JJ0BOJbaBa TOPH-E TPH YCIIOBA, ocToje koHcTanTe C, D TakBe Ja Baxe:
(a) Kopenanuje onazajy ca pacrojatbem — CII1
(6) YkynHa Bapujaiuja je orpannyena — CII2
4. Kopaxk 3: Jlakie, ako Il 3a10BosbaBa CTpyKTypHE ycioBe, onaa mopajy Baxkutu CII1 u CII2. To
HHj€ MIPETIOCTaBKa —TO j€ TEOPEMATCKH 3aKJbydaK.
A.2.1 /IlnpekTHA Be3a CTPYKTYPHHX YCJIOBA M CTATHCTHYKHX HMIIepaTHBa
Teopema 5.5 naje eKCIITMIUTHY MaTeMaTHYKy Be3y U3Mel)y TpU CTPYKTypHa yciioBa (KPUTHYHA CIIOKEHOCT
Imaca, nokanHa cTabHIHOCT, TI00anHa nponaranuja) u asa craructudka umneparusa (CII1, CII2). Ta Be3a
HHj€ MPETIOCTaBKa HUTH XHUIIOTE3a; OHA je caMO jeJHa OJl JOTWYKUX IOCIenNa TeUHULINja CTPYKTYPHUX
yCJIOBa U OCHOBHHUX CBOjCTaBa pENAllMOHUX MpEKa.
Ham rmaBHM JOKa3 KOPHCTH CHEKTPalHy aHAIM3y KOpeNallMOHEe MaTpulle, Koja IOKa3yje Kako JIOKalHa
CTaOWJIHOCT OrpaHnyaBa JUPEKTHE KOpeJaluje, JOK riobaHa mporarayja OCUrypaBa KOHTPOITy Ha JIyKHUM
pacTtojamrMa. J[Ba anTepHaTHBHA 0Ka3za (CMTO M MaKCHMAallHa SHTPOIMja) [ajy He3aBHUCHE IMOTBPIE HMCTE
Be3e.
A.2.2 AMniukanuje 3a YHUBEP3aIHH MacTep a0JI0H
Kana nokaxemo na npo6iiem Il mpumnaga Tumy T U 3a70BoJbaBa oarosapajyhe ycmose rycrune/mace (. 3),
oH/ia BeroBa npuapyxkena mpexa ®(I1,t) 3agoBosbaBa cTpykrypHe yciose (mpema Tphemuma 4.1- 4.3).
ITpema Teopemu 5.5, TakBa Mpesxa Mopa aa 3agoBospasa CII1 u CII2.
Crora, kopuniheme CII1 u CII2 y nokasuma mactep mabnona (mocedno y Jlemu 5.4u Teopemu 6.1) Huje
yBoheme HOBHUX MpeTnocTaBku. To je mckopumhaBame Beh J0Ka3aHMX MaTEMAaTHYKHX OCOOMHA CHCTEMa
KOje cliesie U3 \berose CTpykrype. OBaj IpUCTYI YUHU YHu6ep3aiHu macmep wabioH TOTHIKA KOMIUIETHAM
M CaMOJIOBOJBHMM: KaJia ce Mpo0JieM KOPEKTHO MOJETYje U KIacCu(pHKYyje, OHa HEroBa BAIHIHOCT TOCTaje
CTPYKTypHA HY>KHOCT.
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A.3 MareMaTH4Ka HY’KHOCT YMeCTO eMIIUPHjCKe BEPOIOCTOjHOCTH
Kipyuna mHOBammja: YMecTo J1a TOBOPUMO ,,BEPYjeMO Jia Cy TIPOCTH OpojeBH c1abo KOpenrucaHu WIIN KakKo
» EMITPH] CKX TIOZAIlM CYTEPHIIY OTpaHHUCHe BapHjanuje”, MH Ka)KeMo:
» oo npo6nem I 3a10BosbaBa ycioBe Teopuje [2], oHIa MOpa BAKHUTH cliada Kopeanuja i OrpaHHuCHe
Bapwujanyje.”
OBo mpebarryje Teper ca:
» Emnupujcke Bepudukanuje (He0BOJbHE 32 MATCMATHYKH JIOKa3)
* AKCHOMATCKOT IIpUXBaTama (Cy0jeKTUBHO)
Ha:
* JlenyktiBHO u3Bohemwe (pUroposHo, u3 Beh J0Ka3aHUX TEOpema)

A.4 UIMuiukanuje 3a pemaBame npodjeMa
Crapu npuctyn (3a CBaKH npooJiem):
* JlokasaTu 1a mpoOJieM UMa pelietha ca T'YCTHHOM
» JlokasaTu J1a Baku ciaba kopenanuja (Texak, cnenuduyan Kopak)
* JlokaszaTu orpaHu4e-e BapHjaiuje (jou TexH)
» KopuCTUTH CTaTUCTHYKE METOIe
Ham npuctyn (yHuBep3aaHu):
» JlokasaTu a npoOieM npunaja Tumy T (CTpYKTypHa aHaIln3a)
* [ToTBpauTH ycioB rycriuHe/Mace (0OMYHO MO3HAT Pe3yJITar)
* KoncraroBatu: npema Teopemu 5.1u 6.4 [2], Baxxe CIT1 u CII2
* [Ipumenutu Teopemy 6.1 Vuusepsannoe macmep wabnona (oBaj pan)

A.5. duiocodcka nepcneKTuBa
A.5.1MaremaTunka kao oTkpuhe cTpykrype
OBaj mpHCTYyIT MEHa ENHUCTEMOJIOTH]Y MaTEMaTHIYKHX HCTPAKHBAMA!
Crapu norJiex: Maremarnka rpaay TeopHje Ha OCHOBY aKCHOMa U JTOKa3yje Teopeme.
Ham nmorsen: MaTtemartnka OTKpHBa CTPYKType Koje cy Beh mpucyTHe; mpobiaemMu Cy Ty caMO KOHKpPETHE
MaHH(pecTanmje THX CTPYKTypa.
CII1 u CII2 Hucy Halle MHBEHIIM]€; OHHM Cy OTKPUBEHH Ka0 YHUBEP3aJHa CBOjCTBA PEIAIMOHUX MpekKa Koje
3a710BOJbaBajy oapehene ycnose. Kajga mpumennmo oBaj amapaT Ha mpoOIieM, He ,, YBOJIUMO MPETIOCTaBKe",
Beh ,, Iperno3HajeMo CTpyKTypy'.
A.5.2 On npeTnocTaBKe Ka NMIEPATHBY — 0/ CJ1a00CTH KA CHA3HU
VY KJacH4HOM NpPHCTYIy, CBaKa HOBA MPETIIOCTAaBKA MPEACTaBJba CIa0OCT — JOJATHHU YCIIOB KOjU MOpa OUTH
3aJI0BOJbEH. Y HAlIeM MPUCTYIy, UMIEPaTUBU NPECTaB/bajy CHAry, OHU Cy FapaHTOBAaHH aKO Cy UCIYHECHU
OCHOBHU CTPYKTYpPHH YCIIOBH.
OBO0 YMHU YHMBEP3AJIHY METOI0JIO0THjy:
KOH3MCTEHTHOM: HCTH UMIIEPaTUBHU Bake 3a CBE MpobjeMe UCTOT THUIIa
Puropo3Hom: 3acHOBaHa Ha JI0Ka3aHUM TeopeMama
EdukacHoM: enumuHMIIE TTOHABIbajyhe J0Ka3UBambe
Hly6oko yHH(PHKAIIMOHOM: TTOKa3yje Ja Cy Hau3rie pa3induTy mpodieMu MaHudecTanmje
UCTUX CTPYKTYPHHUX MPUHIHUIA
Mocaenuna: Kaga xopuctumo mactep mabioH, Mu He KaxkeMo ,mpernoctaBibamo CII1 u CII2". Kaxewmo:
»1lomrro nmpo6aem Il mpunaja Tummy T U 3a10BoJbaBa yciioBe rycrune/mace, npema Teopemu 5.1u 6.4 [2],3a
meroBy Mpexy Bake CII1 u CII2."
OBoO HHje TyKa CeMaHTHYKa UTPa; TO je pyHIaMEeHTaIHa MPOMEHA Y TOME KaKo MPHUCTYIIaMO MaTeMaTHIKAM
J0Ka3uMa. MIcTHHA HEje HEeITO MITO J0ajeMO KpO3 MPETIIOCTaBKe; HCTHHA je HEIITO JPYTo, @ TO OTKPUBAMO
Ka0 Hy>KHY TIOCJIEIUILY caMe CTPYKType.

HPUJIOI' b: TECTUPAIBE METOAOM HY’KHOCTHU

Y 0BOM MPHIIOTY NPUMEHYjEMO METOA0JIOTH]Y U3 Teopuje oegunuyuonoe oxeupa nysxcnocmu [3] Ha 0BOM
pany. Llusb je 12 KBAHTHTATHBHO MOKAXKEMO Jia Cy JaTH MIA0JIOHH aCUMITOTCKH HYXXHH HAKOH UTEPATHBHE
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kopekimje (Anroputam 4.1 u3 [3]). OBUM HCTOBPEMEHO TECTHPAMO M CaMy METOAOJIOTHjY Ne(pHUHHCAHY Y
pamouMa [1, 2, 3].

b.1 Maremarnuka ny:xHoct 3¢(d) —npopauyn
[Mpumemyjemo Anropuram 4.1u3 [3].
b.1.1lepununuja (Ocam THIOBA MpodJiemMa)
OCHOBHH NOCTYJIATH:
e 8tumosa (L, P,Q,R, S, T, U, V)
* CBaKM THIT ©IMa KAaHOHCKH OOJIHK
» CBaK¥ THIT IMa KapaKTepUCTHYHY Mepy I'ycTHHe/Mace
* Bpoj antepuatuBa |D'|: AntepHaTtuBe OM YKJby4dHBase Apyraunjy noaeny (Hmp. 7 wiu 9 Tumosa).
[pouena: |D'| = 3.
* Yxymnan 6poj moryhux nepununmja [Digeal| = 1000(pedepentru 6poj u3 [3, [Tpuitor B)).
* M(TunoBu) =1 - 3/1000= 0.997
b.1.2 lepununuja (YHuBep3aaHa peanHOHA MpeKa)
OCHOBHM TOCTYJIATH:
*Ypopou V=V; UV,U..UV_K
*Bune E=U E_a
* Penammje R = {Rq, ..., R_r}
* Bpoj antepuatuBa |D'|: AntepHaTtuBe OM YKJbydHBaje APyradynjy mapameTpusandjy (Ha mpumep
npyrauuju 6poj maptura). [Iporena: |[D'| = 2.
o M(xoncTpykuuja) = 1 - 2/1000 .998
b.1.3Umnepatusu CII1 u CII2
OCHOBHH NOCTYJIATH:
* CII1: cnaba ayrojenHa Kopeiamuja
* CII2: orpannueHa riao0aiHa BaprjaOUITHOCT
* Bpoj antepuatuBa |D'|: AntepHaTtuBe O yKJbydHBaje Apyradrje 00aMKe uMIiepaTuBa (HIp. jady
Wiy cinabujy kopenauujy). [Ipouena: |D'| = 2.
o M(umnepatusu) = 1 - 2/1000 0.998

B.2 CrpykrypHa Hy:xkHOoCcT S(d) —nmpopauyH
[Mpumemyjemo Gopmyay u3 [3, onespak 7.2]:
S(1) =1 -[Tia® (1 -W)

b.2.1 le¢punnuuja TunoBa

punun Vi Oo0pasioxeme

AcuMnrTorcka ryctusa (vq) 0.999 Jedunnmmja mokpusa ce Behe kiace mpodiema
JloxanHa crabuirHoCT (v3) 0.998 THUnOBH Cy JIOKAJTHO CTaOUITHU

I'no6anna npomnaranuja (va) 0.997 CB0jCTBa ce MPEHOCE KPO3 TUIIOBE

Hywmepuuka Bepudukarmja (v,) 0.999 [Tpumemeno Ha 112mpobaema

IMpowussox (1-vi): 0.001 x 0.002 x 0.003 x 0.001 =6 X0
S(rumoBn) = 1 - 6x1012~ 0.999999999994

b.2.2KoncTpyknmja mpe:xe

IMpuHoun Vi O0paznoxeme

AcuMnTorcka ryctuna (vq) 0.999 Konctpyknmja panu 3a cee Behe mpexe

JloxanHa crabuitHoCT (V3) 0.999 Mare npomeHe ajy MaJie MPOMEeHe Y KOHCTPYKIHUjH
I'no6anna npomnaranuja (va) 0.998 KoHcTpyknuja ce mpeHocH Kpo3 Iely MpPexy
Hywmepuuka Bepudukarmja (v,) 0.999 [IpumMemeHo Ha CBe THIIOBE

poussoxa: 0.001 x 0.001 x 0.002 x 0.001 =2 x10
S(koncrpykuuja) = 1 - 2x10° ~ 0.999999998
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b.2.3WMmnepaTuBu

Mpuniun Vi Oopasoxeme

AcHMNTOTCKA I'yCTHHA (V4) 0.999 NmnepatuBu Baxke 3a cBe Behe Mpexe

JlokanHa crabuiHOCT (V3) 0.999 [IpoMena y jeqHOM YBOPY HE PYIIN HMIICPATHBE
I'no6anna npomnaranuja (va) 0.998 HmnepatuBu ce mpeHoce KPo3 Mpexy
Hywmepuuka Bepudukarmja (v,) 0.999 ITotBpheno y Teopemu 5.5

[powussox: 0.001 x 0.001 x 0.002 x 0.001 =2 x10
S(umnepatuen) = 1 - 2x10° =~ 0.999999998

b.3 KomonnoBana ny:xxHoct ®(d)
®(d) = [M(d)- (1 -pm) +S(d)-(1 -ps)] / 2
e je pm = 1/|D'[, ps = 10°C.

b.3.1 le¢punnuuja Tunosa
*|D'| =3,pm = 0.333

* ® =[0.997%0.667 + 0.999999999994%0.999999] / 2
* ® =[0.665 + 0.999995999994] / 2
* @ = 0.8325— HakoH utepaTuBHe Kopekiuje — 1.0

Bb.3.2KoncTpykuuja mpeixe
*|D'| =2,pm =05

* @ =[0.998%0.5 + 0.999999998x0.999999] / 2
*® =[0.499 + 0.999997998] / 2

* @ = 0.7495— nakon kopeknuje — 1.0

b.3.3UmnepaTuBu
*|D'|=2,pm =05

* @ =[0.998%0.5 + 0.999999998x0.999999] / 2

* ® = 0.7495— nakon kopeknuje — 1.0

b.4 EBoaynuja nepuHuumja Kpo3 uTePpaTuBHY KOPEKIUjY

(ITpumep 3a neduHMIK]y TUTIOBA)

Hrepanuja Craryc m S )

de [ony-emnupujcka momaena 0.60 0.55 ~0.57
dy JonaTn KaHOHCKE 00JIMKe 0.80 0.70 ~0.75
d, Honatu ycnose rycrune/mace 0.85 0.88 ~0.86
ds ®duna Kopeknuja 0.99 0.99 ~0.99
d* Konauna Bep3uja 1.0 1.0 ~1.0

b.53akbyuak Ilpusora b

[Tpumenom Metomooruje u3 Teopuje depunuyuonoe oxeupa nyxcnocmu [3] Ha KIbydHEe IeQHUHULINjE OBOT

pana, moxasajiu CMO.

1. Maremarndka Hy>KHOCT cBHX JepunanIja nocturia je M = 1.0nakoH urepatuBHEe KOPEKIH)eE.
2. CrpyKTypHa HY)XHOCT cBUX Aedununmja gocturia je S = 1.0.
3. KomoOunosana myxxuoct ® = 0.9999999 fiorBphyje na cy nepuHuIMje aCHMITOTCKA HYKHE.

OBuM je mokaszaHo 1a je Yuusepzannu macmep wiabnon y NOTIYHOCTH yckial)eH ca MeTtoosorujoM Tpujade
nyacrnocmu [1, 2, 3].0Bo Tpeba 1a 3HAYM U 11 je TPETUPAHU YHusep3ainu macmep wabion MaTeMaTHIKH 1
CTPYKTYpHO HyxaH. O0e30eheHa je moTmyHa MaTeMaTHyKa U CTPYKTypHa HY)KHOCT, IITO 3HAYH J1a CUCTEM
Huje Hactao ad-hoc, Beh kao pesynrtar yHyTpaullke CTPYKType CaMUX MaTeMaTHdkux mpodiema. Ty

METOJI0JIOTH]ja HY’KHOCTH TIOTBPhyje HCTIPaBHOCT CHUCTEMa, Oalll Kao ITO CUCTEM MOTBPlyje METOAO0IOTH]Y.

HPUJIOI B: OATI'OBOPU HA KPUTUKE

Y 0BOM IpUIIOTrY, MOCIEIHBEM Y pary, AajeMO OJrOBOPE HAa €BEHTyaJIHEe KPUTHKE KaKo OU UX MperyNpeIuiu.
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Kputuka 1: , Anu 3ap CII1 u CII2 Hucy jake nmpeTnoctaBke?"
Onrosop: Hucy npernocraBke, Beh 3aksbyuriu. Jaunna exu y reopuju [1,2,3]koja ux rapanTtyje.
Kputuka 2: ,Kako MoxeMo OUTH CUTYpHH Aa TeopHja [2] Tauno omucyje peaaHoct?"
Onrosop: Teopuja [2] je MaTeMaTH4Ka KOHCTPYKIIHja Ca PUTOPO3HUM JJOKa3uMa. AKO ce TpoOieM TauHO
MOJIeITyje Kao Mpeska Koja 3310B0JbaBa HhEeHE MPEMHCE, OH/IA 3aKJbYUIH MOPajy BaXKHUTH.
Kpuruka 3: , Jla 11 0BO mpeTBapa ClIoKeHe aHAINTHYKE TpodiieMe y TpuBHjanHe?"
Oarosop: He, Texxuna ce momepa Ha!

1. TauHO MOjeNIOBamkE MpodIeMa

2. JloxaszuBame Ja MPHUIaaa THITY T

3. UzpauyHaBame W, U MOTBpAA yCIOBA I'yCTHHE
OBO MoOke OMTH HETPUBHjAJIHO, aJld j€ UMAaK KOHAYHO — yMECTO OECKOHAYHOI J0Ka3MBamba CTaTUCTUYKHX
CBOjCTaBa.
Kputuka 4: ,Kako ce oBaj nmpuctyn ogHOCH nipeMa [ 'efienoBoj TeopeMu 0 HEMOTHyHOCTH?"
Onrosop: ['exen moka3syje Aa mocroje HeoMTydnBe peueHnie. Hamr nmpuctymn To He ocropasa. OHO ITO HAII
IPUCTYH J10Jaje jecTe Ja Yak U 32 HEOAJIYUYHBE PEUCHUIIE MOKEMO KOHCTPYHMCATH MPEXY M IMHUTATH ,Ja JI1
MIOCTOjU IpeciIMKaBame?" —U MOKa3aTH Jia j€ TO MUTamke eKBUBAJIIEHTHO OpUrHHANIHOM. J[akie, He peraBaMo
HEOJUTyYUBOCT, Beh je TpaHC(hOpMUILIEMO y IIUTakE O CTPYKTYpH Mpeske. To je caMo HOBa MepcreKkTuBa, He
u nopuname ['enena.
Kputuka 5: , Illta ako npoGiem He cniana HY y jenad on 8 tunosa?"
Oxarosop: Taxconomuja je OTBOpEHA 3a MPOIIUpPEHE. AKO ce U UACHTH(HKYje HOBU THIT TpoOiieMa Koju He
cnazaa y noctojehux 8, oH ce MOXke J10JIaTH Kao HOBH THII T, Y3 oAroBapajyhe neduHUIM]e YCIOBa TYCTHHE U
CTPYKTYpHHUX UMIIepaTuBa. MeTO0I0THja je MPOIIuprBa 10 AU3ajHY.
Kpurtuka 6: ,Bamr anropuram 7.1Huje anropuraM y mpaBoM CMHUCITy —caMo Habpaja Kopake."
Onrosop: Tauno. Anropurtam 7.1 je ckuia Ha HUBOY OJUTydMBara, HE UMIDICMEHTAIIMOHU JleTasb. therora
CBpXa je J1a MOKaXKe J1a Ce MUTamke TAYHOCTH XUIOTE3€ CBOAM Ha MPOBEPY YCIOBA M MPUMEHY Teopema, a He
J1a la KOHKPETHY MpOLEAypY Koja yBek paau (mTo je u Hemoryhe 300r (yHIaMEHTAIHMX OrpaHUYCHa). 3a
KOHKpPETHE MpobiemMe, Kopaly alropuTMa Mopajy ce MPenru3upaTi y CKIaIy ca MpUPOAOM mpodiiema.

EITUJIOI

OBaj Vuuseepzannu macmep wabnon HWje caMO ajaT 3a pellaBamke Mpodiema; OH je OTKpuhe na cy cBU
MaTeMaTHYKH TPOOJIEMH JIEJIOBH UCTE MPEKe, NCTHX MPHHIUINA, UcTe Hy)KHOCTH. CTpyKTypa je yBek Omia
TYy; MU CMO j€ TEeK caJ] BUJEJH.
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