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1. YBOA: IOTPEBA 3A YHUBEP3A/IHUM KPUTEPUJYMOM

CaBpemMeHa HayKa cyodaBa ce ca (yHIaMEHTATHIM W3a30BOM: KaKO BAJUIOBATH TEOPHjE Y JOMEHHUMA TE j&
emnpujcka Bepudukanuja onemoryhena mimm Henormyna? [Ipo6ieM npeBasuiia3u TpaHMIle 1M0jeINHATHUX
JAMCIMIUIMHA M yKa3yje Ha MOoTpely 3a 3ajeJHHYKUM METOJOJIOIKNM OKBUpOM. KitacnuHu HayuyHH METOJ je
3aCHOBAH Ha EKCIEPUMEHTAIIHO] MTPOBEPJHUBOCTH M MOKa3yje OpojHa OorpaHuyema y o0JacTuma Kao IITo Cy
Teopujcka (pu3MKa BUCOKHX €HEepruja, MaTeMaTHika eKOHOMH]a, TIpaBHa TeopHja u Guiaocodcka JOoTruKa.

VY pany yBomumo Ipuniun matemarnuke Hy:kHocTH (IIMH) ka0 yHUBEp3aIHU KPUTEPHjyM CTPYKTYPHE
Banuanyje Teopyja. OBaj NpUHIUN HE 3aMEbyje eMIIMPHjCKU METO/] TaMO TJIe je OH MPUMEHJbUB, Beh nasbe
MpoIIKpyje JOMEH HayYHE BaJUalrje Ha TeOpHje Koje, TI0 CBOjOj MPUPOAH, HE MOTY OUTH CACBHUM BaJIMIHO
JIMPEKTHO TECTHPAHE MOCMATPABEM, EKCIIEPUMEHTOM WIIM HEKUM JPYTHM €r3aKTHUM MEeTojama.

OcHOBHa XHIIOTE32 pajia jecTe Ja MaTeMaTu4Ka Hy>KHOCT IPE/ICTaBJba 3ajeTHIYKH UMEHUIIAI] CBUX HAYYHUX
TUCIHIIINHA, 00e30el)yjyhu KpuTeprjyM HCTHHUTOCTH, TIOTITYHO HE3aBHCAH O] MTOCEOHOT JIOMEHA TIPUMEHE.
Kpo3 gopmanny Teopujy penamuja, AeGUHAIIIEMO CTpOTe KPUTEPHjyMe HY>KHOCTH KOju oMoryhasajy jenHy
MPEU3HY NPOLEHY BaTHIHOCTH TEOPH]jCKUX KOHCTPYKIIH]a.

Kommnerna mMetomonoruja BUIJBHBH]A j€ KaJ Ce TIOTJIe/1ajy ¢Ba TpH pajaa oBe Tpujage HY:KHOCTH Koja ce Ty
MelycoOHo nperuhy 1 UCTHHCKM Hagomywmyjy. OBaj pan naje maremarnike ocHoBe Teopuje Hy:KHOCTH, a
creaeh To KOHKpeTH3yje y penanuoHnM Mpexama. Tpehu pan Tpujane paspalyje npakTuaHy pUMEHY OBE
TeopHje Koja Moke OUTH yHHBEP3aJIHO MPUMEHHBA y CBUM HayYHUM AucuuIuimHama. He camo maremaTuim!
GH, xopumihena y oBuM pasioBrMa Kao penaiuja, HazBaHa je no ['eneny [9] u Xunbepry [11] u npey3serta je
u3 paga [ eden-Xunbepmos nap u perayuona ynuja [4], npsor pax GH-tpujane [4, 5, 6].

Cse mTo oBe OyneMo TEOpHjCKU IeUHUCAN, caMd heMo U TeCTUpaTH Ha TUIAHUPAaHUM CepHjaMa pajoBa
n3 MaTeMartuke, Gu3nKe, XxeMuje, Onosoruje, mpaBa, EKOHOMH]jE W COIMOJIOTHje, a MOTyhe joIr Heke HaydHe
muctumuHe. HapaBHo, Tectupame he Outn Moryhe Tek HAKOH MITO M3JIOKUMO TSIy TpUjaIy jep ce yrnpaBo
y Tpehem pany Hana3u KOHKPETHO YITYTCTBO 33 IPUMEHY HYKHOCTH. JeaHo kpahe coHaMpame CpoBECHO y
HEKOJIMKO Hay4YHUX JUCLHUIUIMHA, ToKasalo je n3HeHahyjyhe moOpe pesynrare. Tonnko qo0pe 1a cy ¥ camu
ayTOpu OBE METOJI0JIOTHje OWIM MpHjaTHO W3HEeHaheHu. Jour Jja TOMEHEMO KaKo ce MaTeMaTH4Ka HYXHOCT
Beh KOpUCTH anu je MaTeMaTHYapy CMaTpajy TceyI0-HayKoM, a 0Baj pajl joj Jaje HaydyHU JIETUTUMHUTET.
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2. METOJOJIOTNJA

Y oBOM MoTIaBiby H3JI0kHhEMO JIehUHUIIH]E, aKCHOME U HEKE OCHOBHE TEOpeME KOje TMPECTaBIbajy YBOJ Y
Teopujy maTeMaTH4YKe HY’KHOCTH ca JOIyHCKOM Be3oM Ha GH-penaunuje [4, 5, 6]u3 kojux je u3BecHa.

2.1: lepununuje u akcuome GH-penanuja
Ocnona [IpuHIUNIa MaTeMaTHYKe HY:KHOCTH Jeku y popmannoj Teopuju GH-penauuja. Te penamuje cy
npezcTaBibeHe (HyHIaMEHTAIHUM CTPYKTYPAaTHAM OJHOCHMA KOje KapakTepHile pedIieKCHBHA CTAOMITHOCT
Y KOMILICMEHTAPHOCT.
Hepununuja 2.1.0 (GHpeaanuja — npeysero u3 [4]):
GH-penauuja je ypehenu nap (G, H) popmannux cucrema Koju 3a10B0JbaBajy TPH yCJIOBa:
(1)Mehyco6ua dpunurapua komsucrentroct: G - Con™(H) u H  Coni™}(G)
(2)uanBHayaaHa Hexokasusoct KousucrentHoern: G i Con™(G) u H 1 Conf™(H)
(3)Heynopenusoct: G & H, H & G, 1 akcnoMaTCKe OCHOBE Cy CYIITHHCKH JTUC]YHKTHE.
Osnaka: G ¢ H (uuta ce: G uH cy y GH-ynuju).
JlerasbHa aHanmu3a cBojctaBa GH-penanuja nata je y [4] u [5].
Jepununuja 2.1.1 (GHpenanuja (ancTpakTHa opmyaanuja)):
GH-penauuja je ypehenu nap (G, H) rne G u H npencrassbajy kommieMeHTapHe cTpyktype. Te cTpykType
3a710BOJbaBajy ciezaehe akcuoMe.
Hanomena: Jlepunnnuja 2.1.1je camo ancrpakimja cBojctaBa u3 Jepunummje 2.1.0,mpunarolena onmrem
KOHTEKCTY PEJIallHOHUX MPEXKa.
Axcuoma 2.1.2 PediekcuBHA CTAaOMIIHOCT):
3a cBaky GH-peaammjy noctoju onepatop R takas na Baxu R(G) = H u R(H) = G, mpu uemy u R? jecre
UJICHTUYKH OTIepaTop.
Axcuoma 2.1.3 CTpyKTypHA KOMILIEMEHTAPHOCT):
Crpyktype G u H cy melycoOHO KOMIIEMEHTapHEe y CMUCITY Ja 3a10BoJbaBajy penannjy G @ H = U, rue
U mpencraBiba yHUBEp3alHy CTPYKTYpY IOMeHa, a D je onepanuja CTpyKTypHE CHHTE3€ KOja 3aJ0BOJbaBa
creneha cBojcTBa: acoIMjaTUBHOCT, KOMYTaTHBHOCT, ITOCTOjalbe¢ HEYTPAIHOT €IEMEHTa U UIEMIIOTCHTHOCT
(G @ G = G uaeMNOTEeHTHOCT — MOCTYJIUpaHa je 3aceOHO Kao YeTBPTO CBOjCTBO omeparmje @, mopen
acoOIMjaTUBHOCTH, KOMYTaTUBHOCTH M TIOCTOjaka HEYTPAITHOT CIIEMEHTA).
Axcuoma 2.1.4 iTepaTHBHA KOH3HCTEHTHOCT):
3a cBaky GH-penammjy u cBako n € N, Baxu a N-Ta utepanuja CTpyKTypHe TpaHchopmalyje 3aapxkana
ocHOBHa cBojcTBa pernauje. Popmanto: Vn € N, RY(G) = H u R*(H) = G 3a Henapas N, 10k 3a mapa# N
Baxu R*(G) = Gu R*(H) = H.

2.2 Teopema o jeruHcTBeHOcTH GH-penanmja
Teopema 2.2 (JeTHHCTBEHOCT)
Csaka GH-penauuja nedunuime jernHCTBEHY CTPYKTYpY KOja je 3aTBOPEHA y OJHOCY Ha Omepaluje Koje cy
nepuHUCaHe akcuoMama.
Noxa3 1 (Ilpexo uTepaTUBHE 3aTBOPEHOCTH):
Heka je (G, H) GH-penamuja. 13 Axcuome 2.1.4 {ItepaTuBHa KOH3UCTEHTHOCT), 32 cBako N € N Baxu na
je R*(G) = H ako je n nenapas, ogaocHo R*(G) = G axko je n napan. Ckyn {G, H} jecte 3aTBOpeH ckym noa
nmpuMeHoM orepaTtopa R jep cBaka npumena R naje wnu G unu H. Kako cy cBu eneMeHTH TakBe CTPYKType
noctmwkuu 3 G npuMeHoMm R (3a Hemapan N goctioke ce H, 3a mapan N Bpaha ce Ha G), 11e71a cTpyKTypa je
cagpxana y {G, H}. IlpermocraBumo 1a noctoju anrepHatuBHa cTpykTypa (G', H') koja ucro 3amoBosbaBa
akcrome. Tama Ou ucTa uTepaTuBHa KOHCTpyKIHMja aaida ckym {G', H'}. Ako 6u G' # G, onma 6u mocrtojao
HajMamH N 3a koju ce R*(G) pasnukyje og R*G'), mTo 6u 3Haumia0 1a R HeMa jeHO3HAYHO Je(HUHUCAHO
JIEjCTBO, & TO je y cynmpoTHOCTH ca AkcuomoM 2.1.2 PeduiekcuBHa cTabUITHOCT) Koja 3axTeBa q1a R2 = | u 1a
je nejerBo R motmyno oapeheno. lakne, G'=GuH' =H.m
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Joka3 2 (IIpexo CTPYKTYpPHE KOMILIEMEHTAPHOCTH):

N3 Axcuome 2.1.3 CtpykrypHa komiuiemenTapHoct) Baku G @ H = U, rae je U yHuBep3aigHa CTpyKTypa
nomena. Omneparnrja @ je komyratusHa u acounjatuBHa (Axkcuoma 2.1.3).IlpernoctaBruheMo 1a MOCTOjU |
antepuatuBuu map (G', H') koju takohe 3amoBosbaBa ucty akcuomy, 7j. G' @ H'=U. Taraje G@P H =G
@ H'. Ilpumenumo omnepanujy @ ca nese crpane ca G. Jlooujamo G @ (G P H) =G P (G' @ H'). 360r
acormjatuBHoCcTH, (G @ G) P H =G @ (G' @ H'). U3 Axcuome 2.1.3,G @ G = G (MAEeMIOTEHTHOCT U3
MOCTOjarba HeyTPAIHOT eJeMeHTa 1 komytaTuBHOCTH). [lakie, G H=G @ (G' @ H'). Kakoje GP H =
U, umamo U = G @ (G' @ H'). Cana npumenumo onepauujy @ ca necue crpane caH': U P H' = G D
(G' @ H) & H'. 36or komyraTuBHOCTH U acouujatuBHoctd, H' @ H' = H', ma necHa ctpana nocraje G @
G' @ H'. JleBa crpana: U @ H' = U jep je U Heyrpanuu enement 3a @ (cienu u3 G @ H = U u cBojcrasa
HeyrpaiHor enementa). Jlooujamo U = G @ G' @ H'. Ananoruum noctynkom ce nmokasyje aa je G' = G,
onaxue ciean U H' = H. JemuHcTBeHOCT je m0Ka3aHa. W

Hoka3 3 (Ilpexo peduiekCHBHE CTAOMITHOCTH):

N3 Axcrome 2.1.2Baxu R2 = |, rae je | unentuuku onepatop. Onepatop R je 6ujexinja Ha ckymy {G, H}
jep R(G) = Hu R(H) = G, u R(R(G)) = G. IIpernocraBumo ja moctoju antepratiuu nap (G', H') koju
takohe 3a70BoJbaBa ucTy akcuomy. Tana je R'(G') = H' u R'(H') = G', ca R'2 = |. [Tocmatpajmo nabe jorr
u koMmno3unujy omneparopa R u R'. Ako 6u G' 6o paznuuut ox G, ouaa R u R' umajy paznuuunta aejcrsa
Ha G. Meljytum u3 Axcrome 2.1.4 {ItepatnBHa KOH3UCTEHTHOCT) Ciieu J1a je aejcTBo R Ha G jenHo3HAYHO
onpeheHo camom cTpykrypom penanuje. Ctora R' mopa 6utu uaeHTH4HO R Ha ckyny CBUX OHUX eJleMeHaTa
noctxHux U3 G. Kako cy G u H jenunu enementu goctmxuan u3 G, To G' mopa outn wnm G unu H. Axo
je G' = H, onna mpumenom R nobujamo H' = R(G') = R(H) = G, wrro naje map (H, G) koju je uctu kao (G,
H) jep je GH-peaanuja cumerpuuna no nedununuju. Jlakie, anTepHATHBHYU Map ce CBOAM HAa UCTH CKYII
enemMeHara. W

2.3 Kommiernoct mpexe GH-penanuja

Jepunnuuja 2.3: GH-mpexa

GH-mpexa je ckyn mel)ycoOHo noBesanux [2, 16] GH-penanmja. OBe penaiuje 3a10B0JbaBajy CBE YCIOBE
KOH3UCTEHTHOCTH Ha HUBOY uuTaBe Mpexe [4, 5] .

Teopema 2.3 (KoMIIeTHOCT MpesKe)

Caka GH-mpe:xa GpopMupa KOMILIETaH CHCTEM Yy OHOCY Ha OTIEPallfjy CTPYKTypHE CHHTE3E.

Hoka3 1 (Ilpexo 3aTBOPEHOCTH Ha TeHepaTope):

Heka je M GH-mpe:xka, 1j. ckyn GH-peaanuja {(G;, H;)} 3a i € |. I3 Axcuome 2.1.3,cBaka penanuja (Gj,
H;) 3anoBossaBa G; @ H; = Uj, rae je U; yHuBep3anHa cTpyKkTypa cBor goMeHa. [TocMaTpajMo ckym cBuX Gj
u H;. ITpumenom omneparopa R (Akcuoma 2.1.2)na 6uno koju G; no6ujamo Hj, u o6puyto. [Ipumenom aate
omnepanuje @ Ha OO KOja J1Ba eleMEeHTa M3 OBOT CKyIla JI00MjaMO HOBE CTPYKTYpE KOje 0CTajy y OKBUPY Te
Mmpexe jep €D uyBa cBojcTBO KomiuieMeHTapHOCTH (Akcuoma 2.1.3).CBaku eneMeHT X Mpexe MOXKe ce joII
M3pa3UTH Kao KOHA4YHA KoMOWHanuja ocHoBHUX enemeHnara {Gj, H;} npumenom @ u R. [lakune, {G;, H;}, je
CKyH rerepatopa. KomMmieTHOCT 3HauM Jja je CBaku €JIeMEHT MpeKe JJOCTHKAH U3 TeHepaTopa.
[IpeTnocTaBUMO CympoOTHO: HEKa MOCTOjH eJeMeHT Y KOju HHje JocTmwkaH. Taga 6u Y morao OWTH AojaT
Mpexu 0e3 yTuiiaja Ha octojehe penanuje, mTo 3Ha4YM Ja Mpexa Huje MakcumanHa. Mehyrum, GH-mpexka
je no aedbuHMIMjE MakcuMallaH ckyn MeljycoOHo noBe3anux GH-penanmja (cBe penanmje 3a10BOJbaBajy
yCJIOBE KOH3UCTEHTHOCTH). Jlakiie, CBaku €JIeMEHT Mopa OMTH TOCTHXKAH. M

Hoxa3s 2 (Ilpexo Teopuje pemieTKn):

[MocmaTpajmo GH-mpexy M kao mapuujamHo ypehen ckym rae je pemanuja nmopetka aedunucana ca X <Y
axo u camo ako X @ Y =Y. OBo je 106po aedunucano jep je @ nnemnorentna (G @ G = G, wro creau
U3 MOCTOjarba HEYTPATHOT eJIeMEHTa U KOMyTaTHBHOCTH y Akcuomu 2.1.3).3a cBaka nBa enementa X, Y €
M, muxoB cynpemyMm je X @ Y (acorujaTHBHOCT U KOMyTaTHBHOCT € Jajbe ocurypaBajy Jia je TO HajMamba
ropma rpanuia). Ceaku nojckyn S € M uma cynpemyMm Koju ce 100uja @-KOMITO3HIN]jOM CBUX €IeMEHATa
S (aconmjatuBHocT @ omoryhasa na penocnen Huje 6uran). Jlakine, M jecte kommieTHa pemerka [1]. V Toj
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KOMILICTHO] PEIICTIH, CBAaKH €JIEMEHT je JOCTIKaH U3 TeHepaTopa NpiuMeHoM omepaiuje cynpemyma (D).
TuMe je KOMIUIETHOCT MpEsKe JT0Ka3aHa. M

Hoxa3 3 (Ilpexo Hocuana uHpopmanuje):

Heka @ o3HauaBa onepaiujy CTpyKTypHE CHHTe3¢e Ae(UHUCaHy Ha UCTH HaunH Kao @ (Akcuoma 2.1.3),amu
MPUMEHCHY Ha HOCHOIIE HHpOopManmje.

Csaka GH-peaamuja (G;, H;) nedunumre vHocuan unpopmarmje I; = G;@ H;, rae @ o3nauyaBa cTpyKTypHY
CHHTE3Y KOja 4yBa KommiementapHocT [19]. ¥V mpexu M, 3a cBaka nsa Hocuona Ij u Ij mocroju myt I; — 1,
ITO 3HA4M Ja ce nHpopMalrja Moxke peHocuty u3mely mux. OBO CBOJCTBO cielu U3 came JeuHUIM]je
GH-mpe:xe xao ckyna meljycoOHO moBe3anux penaruja. Caja MpeTnocTaBuMO Jla MpeXa HUje KOMILJIETHA,
Tj. Jla TIOCTOjU CTpyKTypa X Koja 3a70BosbaBa ycinoBe GH-pesnanuje ca HeKUM eneMeHTOM Mpeke, ann X
Huje y mpexxu. Tana 6u X nedunucao nosu Hocunai uapopmanmje Ix= X @ R(X). Kako X uma GH-Be3y
ca HEeKMM eJIEMEHTOM Mpexe, MocTojao 6u npeHoc nHpopmanuje nmely Ix u mocrojehnx Hocunana.
HonasamweM Iy y ckyn Hocwiana, ykynHa uHpopmanuja cuctema Ou ce mosehana, aim He OM AOLIIO JI0
ryoutka mocrojehux mpeHocuBux myreBa. Mehyrum, GH-mpexa je mo nedpuHHIINjU MakCHMaaHa — OHA
CaJpXu CBE CTPYKType Koje cy y GH-penanuju ca menum enementuma. Ctora X Beh Mopa OUTH y MpEXH.
Jlakiie, Mpea caZp K1 CBe CTPYKType JocTikHe myTeM GH-pesanmja, mro jecte yciioB KOMIUIETHOCTH. M

3. POPMAJIHA JE®OUHUINIJA MATEMATHUYKE HY’ KHOCTHU

Ha ocHoBy Teopuje GH-pesnanmja u3 cexnuje 2, nepuHUIIIEMO MATEMATHYKY HY’KHOCT Ka0 CTPYKTYpPHO
CBOjCTBO TEOpHja KOje rapaHTyje HUXOBY jeIMHCTBEHOCT M M3BOAJLUBOCT Y OKBUPY AaTHX akchoma [9, 12,
14]. OBa nedunuIMja NpeICTaB/ba CHHTE3Y MPUHIIMITA H3BEACHHUX Y Ipyra JBa pajaa OBe TpHuja/e.

3.1/le¢puHunmja, OCHOBHH YCJI0BH H TeOPeMa 0 CTPYKTYPHOj MOTIIYHOCTH
Jdedpununuja 3.1: MaTeMaTHyKa HY>KHOCT TeopHje
Teopuja T je MaTeMaTHUYKH Hy’KHA aKO H CaAMO aKO0 33/10BoJbaBa ciiezehe yciose:
*¥YcaoB 3.1.1 Konsucrentnocr): Teopuja T He caip’Kul yHYTpaIllbe KOHTPAIUKIIM]E Y OMHOCY Ha
GH- akcuome (2.1).
*¥YcaoB 3.1.2 JenuncrBenoct): He mocroju antepHaTHBHA Teopuja T’ Koja 3a10BOJbaBa MOTITYHO
MCTE OCHOBHE TIOCTYJIATe, ajli CE Pa3NuKyje ox T .
*¥Ycaos 3.1.3 U3BoasbuBoct): Teopuja T moke ce y motmyHocTH U3Bectd u3 GH-penanuja xpo3
KOHa4aH HU3 JIOTHYKUX KOPaKa.
Hanomena: ITojamM HY>KHOCTH OBJIE C€ OCllalba Ha MOJAITHO-IOTHYKY Tpaauiujy [12, 14],anu npunarohen
CTpyKTypHOM KOHTeKcTy GH-penanuja.
Teopema 3.1: CTpyKTypHa NOTIYHOCT HY:KHHX TeopHja
Ako je Teopuja T MaTeMaTHUYKH HyKHA, OHJIA j€ U CTPYKTYPHO TOTITyHA.
Hoka3 1 (IIpexo nepuBamuoHe Mohu):
N3 Ycnosa 3.1.3 {I3BOAJBUBOCT) TUPEKTHO CIICAU Ja CE CBAKH €JIeMEHT Teoprje T mMoxe m3Bectr u3 GH-
pesanuja Kpo3 KOHa4aH HU3 JIOTMYKHX Kopaka. CTPyKTypHa MOTIYHOCT TEOpHje Mogpa3yMeBa Ja TeopHja
HE OCTaBJba ,pyme” y CBOM JIOMEHY, OJHOCHO Jia 32 CBAaKHM 00jeKaT KOju MpHIaja TOMEHY TeOpHje TOCTOjH
nepuBaipja ynyrap came teopuje. Kako cy GH-penanmje remess u3 kojer ce U3BOe CBU €IEMEHTH, a cama
Teopuja T je u3BeaeHa U3 UCTUX penanuja [4, 5], To 3Hauu na cBaku 00jeKar JoMeHa MMa CBOjy JEpUBAIIUjY
y T. IlpermoctaBuMo CynpoTHO: Heka moctoju objexkat O y gomeHy Teopuje T Koju HUje U3BOJJBMB y T.
Tanga O He 6u Morao 6uth u3BeneH n3 GH-pesanmja, mro je y cynpotHocty ca YcnoBom 3.1.3.Jlakne, T
j€ CTPYKTYpHO TOTITyHa. M
Joka3 2 (IIpexo reHepaTHBHE 3aTBOPEHOCTH):
[MpernocTaBuMo cynpoTHO, 1a T HHje CTPyKTypHO nmoTtiyHa. Taga mocroju objexat O y moMeHy oBe TeopHje
KOju He MOke OuTH reHeprcan u3 GH-pesammja (jep 6u y cynmpoTHOM MOrao OUTH U3BEIEH y T, LITO jecTe
yCIIOB CTPYKTypHEe notmyHocTH). [Tocmarpajmo teopujy T' = T U {O} npoummpeHy oHEM akcuomMama Koje u
nepunumry O. T' trakohe 3amoBossaBa ocHOBHE moctynaTte qoMeHa jep O mpumnaga JOMeHY alld HUje U3BEICH
n3 GH-penanuja, ma meroBo J10/1aBambe HE CTBapa KOHTPAAMKIM]Y ca mocTojehuM akcromama. MehyTum,
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T' mpencraBiba anTepHATUBHY TEOPH]jY KOja 3a70BOJbaBA UCTE OCHOBHE TIOCTYJATe Kao T, alu ce pasiuKyje
on T (cagpxu O). To qupektHo kpum YcioB 3.1.2 (eaunctBenoct) uz Jepunurmje 3.1.

Jlakie, mpeTnocTaBka a T HUje CTPYKTYPHO MOTIYHA BOJIH y KOHTPAJIMKIH]y ca Hy>KHOIhy T. m

Hoxa3 3 (Ilpexo Teopuje Moaena):

Heka je T maTematnuku HyxHa Teopuja. [Tocmarpajmo npoussosban mogen M teopuje T [10, 18]. Ty cBaku
MOJIENI MOpa caJprkaBaTh CBe eleMeHTe reHepucane GH-penanmjama, jep cy oBe penamuje aKCHOMAaTCKA
yremesbeHe (Axcuome 2.1.2—2.1.4)[IpetnocraBumo na T HUje CTPYKTYpHO moTiyHa. Taga mocToju Mozaen
M' koju caapxu M kao npasu noamonen (M € M'), mpu yemy M' Takolje 3a710BO/baBa OCHOBHE MOCTYJIATe
teopuje T. Mehyrum, u3 JloBenxajm-CronemoBe Teopeme [10, 18] crnenn na cBaka KOH3HUCTEHTHA TEOpHja
Koja mMa OeCKOHa4aH MOJEN TOCeayje MOAENe pPa3sIUuUTHX KapIuHaTHOCTH. CTPYKTypHa HOTIYHOCT
teopuje T,y cmucny Jebununmje 3.1, mogpasymeBa na cBu Mojiend T peaiu3yjy UCTY CTPYKTYpY — Tj. Jia
T onpehyje cBojy uHTepnpeTaiujy 10 Ha nzomopduszam yHyTap aaror gomeHa. [IpermoctaBumo na T Huje
CTpyKTypHO moTnyHa. Taga moctoju objekatr O y momeny T umja peanuzanuja Bapupa Mel)y pasnmudauTuM
MozenuMa, ma T gomymTa HemsoMopdHe mozene y moryieay Tor odjekra. OBo 3Ha4M Jja MOpa IOCTOjaTH
aNTepHAaTHBHA TEOPHjCKa KOHCTpyKIHja T' # T Kkoja 3a/70BoJbaBa UCTE OCHOBHE akcHoMme anu peanusyje O
apyradrje. OBo je y cynpotHocTH ca YciaoBoM 3.1.2 (eauHCTBEHOCT).

Haxne, T Mopa OUTH CTPYKTYpPHO MOTIYHA. W

3.2 MeTpuKa cTeneHa MaTeMaTH4YKe HY’KHOCTH U TeOpeMa 0 MOTILYHOj HYKHOCTH
Jedpununuja 3.2: Crenen MmaTeMaTH4Ke HYKHOCTH

Crenen matemaruuke HyxHocTH [9, 12, 14]reopuje T nepunumemo dpynkuujom v : T — [0,1]:
vT)=1-{T"#T| T & AX}| / {yxynue Teopuje}|

rae cy [{ykynue Teopuje}| = 10" (Hopmanu3oBaHo), a AX cy OCHOBHE akCHOME JoMeHa (HOpMasu3alloHa
KoHcTaHTa; Buaetu [Ipwior A, Kpuruka 2).

Teopema 3.2: [ToTnyHa HY>KHOCT

Axo je Teopuja T marematuuku HykHa, onga v(T) = 1.

Joka3 1 (IupekTHO U3 nepuHHIMja):

U3 Jlebunummje 3.1, MaTemaTHuka HY>KHOCT Teopuje T Tojjpa3yMmeBa Jia He MOCTOjU anTepHaTUBHA TeopHja
T' # T koja 3ag0BoJbaBa ucte ocuoBHe akcuome AX (Yenos 3.1.2 —JemunctBenoct). [Ipema edununiiuju
3.2, cTeneH MaTeMaTH4Ke HY)KHOCTH je.

v =1-{T"#T|T = AX}| / |{ykynue Teopuje}|

Kaxko je ckyn {T' # T | T' = AX} mpasan (jep 3a TO HM HE IOCTOjH HHjE/IHA aNTEPHATHBHA TEOPHUja), HErOBa
kapauHanHocT je 0. dakne, v(T) =1 - O/ [ykynne Teopuje} = 1. m

Hoxa3s 2 (Ilpexo Teopuje mepe):

Heka je p JleOemrosa mMepa [7] Ha mpocTopy CBHX T€OpHja KOje 3a70B0OJbaBajy ocHOBHE akcrome AX. Jlasbe
MPETHOCTaBUMO 1a je T marematnyku HyxHa. [Ipema Jledhunnuuju 3.1, He mocToju anTepHaTHBHA TEOpHja
T' # T koja 3anoBospaBa AX. Jlakiie, CKyI CBHX TeopHja Koje 3a10BosbaBajy AX je cunriroH {T}.
JleGemroBa Mepa CHHIJITOHA y MPOCTOPY JA0BOJbHE ciioskeHOCTH je O, anmu To Huje KibydHo. KibydHo je na je
omaoc [{T' #T | T' & AX}| / [{yxynne Teopuje}| = Ojep je 6pojunarn 0. Crorav(T)=1-0=1m

Hoxka3 3 (Ilpexo Teopuje nudopmaiuje):

CBaka anTepHaTUBHA TeopHja T' Koja 3a0BOJbaBa UCTE OCHOBHE akcnuome AX HocH JoJIaTHY HHGOpMAIH]jy
I(T) > 0 y omxocy Ha T [19]. Ako 6u mocTojana Makap jeJjHa TakBa T', yKymHa uHpOpMAaIHja cucTeMa Ou
ouna Hajmamse I(T) + [(T'), wto je Behe ox MuHUMaiHE HHPOPMAaIHje TOTPeOHE 3a 3a10BOJbEEE AX .
Melytum, matemarnuka Hy;kHOCT (Yo 3.1.2)Hckibydyje MOCTOjambe HjeHe alTepHaTHBHE Teopuje T' #
T. Haxne, {T' # T | T' & AX}| = 0. U3 lepununmje 3.2,v(T) =1-0=1m

Joka3 4 (Ilpexo KOHTpaAUKIMje ca jeTuHCTBeHOMhY):



Hexa je T matemaTnuku HyxHa Teopuja. [Ipema Jlepmanuunju 3.1, T0 3HaYM 1a HE TTOCTOjU aJITEPHATUBHA
teopuja T' # T koja 3amoBosbaBa ucte ocaoBHe akcuome AX. [pernocraBumo cynpotHo, aa v(T) < 1. U3
Heduanmmje 3.2 umamo:

vT)=1-T"#T| T & AX}| / {yxynue Teopuje}|
Axov(T) <1, tamaje {T' # T | T' = AX}| > 1, jep 6u y cynpotaom paznomak 6o O ma v(T) = 1. [Takie,
nocrtoju Oap jemHa Teopuja T' # T koja 3am0BoJpaBa ucte ocHOBHe akcuoMe AX. Wnak, To je y TUpeKTHO]
cynportHocTu ca YcioBoM 3.1.2 (eqMHCTBEHOCT) KOjU KaXke Jia He MOCTOjU aJTepHATUBHA TeopHja ' Koja
3aJ10BOJbaBa MOTIIYHO UCTE OCHOBHE mocTysare. OBa KOHTPAJAUKIMja MOKasyje aa je npermocraBka v(T) < 1
Hemoryha. Jlaxme, v(T) = 1. m

4. TEOPEMA O YHUBEP3AJIHOJ IPUMEH/bUBOCTH

Kiby4no cBojcTBO [lpunyuna mamemamuuke Hy’CHOCMU jeCTE HETOBA YHHUBEP3aJIHa IPUMEHIPHBOCT Ha CBE
noMene 3Hama [2, 16]. OBa cekija hopmanno qokasyje aa ce [IMH Moxe KOPUCTUTH U Kao Mocm u3Mel)y
pa3HUX HayYHHMX JUCLUILIMHA, oMoryhaBajyhu mpeHoc CTPYKTYPHUX HCTHHA.

4.1T'1aBHa TeopeMa YHUBEP3AJIHOCTH
Teopema 4.1: YuuBep3anna npumena IIMH-a
Csaka Teopuja T, koja 3amoBossaBa IIMH, moxe ce kpo3 GH-nzomopduszam manmuparu Ha 6110 KOjU JOMEH
3Hama D.
Hoka3 1 (KoncTpykTuBHM 10Ka3 — npexko GH-uzomoppusma):
Heka je T teopuja koja 3amoBosbaBa [Ipunnun matematuuke HyxHoctd (IIMH), Tj. 3amoBosbaBa YcioBe
3.1.1-3.1.3Heka je D npousBossan nqomen 3Hama. U3 Jledun. 2.1.0, GH-penanuja G ¢ H noapasymena
noctojame oneparopa R takeor 1a R(G) = Hu R(H) = G (Akcuoma 2.1.2).KoHcTpyuIemMo npecinkaBambe
¢: T — D na cneachu Hauun:
(1) IMpeo yrepaumo GH-jesrpo K = {G, H} koje je 3ajeannuko cBuM JoMeHUMa KOju 3a70BobaBajy IIMH.
OBO je3rpo MocToju jep CBaKM TakaB JOMEH CaJIpiKu CTPYKTYpE Koje 3a10B0JbaBajy akcuome 2.1.2-2.1.4.
(2) dedunumemo ¢ na enementuma jesrpa: ¢(G) = Gp u ¢p(H) = Hp, rae cy Gp u Hp cTpykType 0 1oMeHy
D xoje 3amoBosbaBajy ucre GH-akcuome. Ilocrojame TakBux cTpykTypa y D crnenu u3 yHuBep3aaHOCTH
IIMH-a — cBaku qoMeH 3Hama koju npuxsata [IMH HyXHO caipXu CTPYKType KOje HCIyHhaBajy yciaoBe
pedaekcuBHE CTAOMITHOCTH U KOMITIEMEHTAPHOCTH.
(3) Ipomupyjemo ¢ Ha cBe eieMeHTe T WHIYKTHBHO: 3a CBaku ejgeMeHT X € T Koju je u3BeJeH M3 jesrpa
npumeHoM onepatopa R u @ (wro je moryhe jep je T MaTeMaTnyku HyXHa, 1Ma je 3aTo u3BoabrBa n3 GH-
peananuja-Ycnos 3.1.3),nepunumemo ¢p(X) kao pesynrar npumeHe uctux onepanuja Ha ¢(G) u ¢p(H) y D.
(4) TIposepaBamo na ¢ uyBa GH-penanuje: ako X ¢ Y y T, onga ¢p(X) ¢ ¢(Y) y D, jep cy oneparopu R u
@ ouyBaHM KOHCTPYKIIH)jOM.
Tume cmo koHcTpyucanun GH-uzomoppuzam ¢: T — D. m
Hoxka3s 2 (Ilpexo Teopuje KaTeropuja):
Heka je T Teopuja koja 3agoBosbaBa IIMH. TIpema Teopuju kateropuja [1, 13, 15],hopmupamo kateropujy
Ct 4uju Cy 00jeKTH CBH M3BOIJBHBH €IeMEHTH T, a Mopdu3Mu cy npumMere omneparopa R u @ (1 muxose
KOMITO3HIIHj€). AHAJIOrHO TOMe, 3a AoMeH D ¢opmupamo kareropujy Cp. M3 Axcuoma 2.1.2—-2.1.4,006¢
KaTeropuje uMajy UcTy CTpyKTypy: o0jekTu jecy ypehenu y mapose (G, H) moBeszane onepatopom R, a @
JieNyje Kao OMHApHU ONepaTop KOju MPOU3BOIH HOBE 00jeKTe.
W3 yausepsannoctu [IMH-a cnenu na cy xareropuje Cr u Cp exBuBasnienTHe. KOHKpeTHO 1ocToju GyHKTOP
F: CT — CD KOjI/I:

npeciukasa objekre: F(Gt) = Gp, F(Hy) = Hp

npecaukaa moppusme: F(Rt) =Rp, F(@B1) = Pp

gyyBa kommnosuijy: F(f o g) = F(f) o F(Q)
Osgaj dynkrop je y crBapu GH-uzomopdusam jep je OujekTrBaH Ha 00jeKTUMA (CBaKH eJIeMEHT Teopuje T
uMa cBojy ciuky y D) u dyBa penanuoHy CTpykTypy. Hberopo mocrojame TUpEeKTHO T0Ka3yje na ce T Moxe
Manuparud Ha D. m

Hoxa3 3 (Ilpexo Teopuje Moaena — HezaBuca o1 GH-akcuoma):



Hexa je T teopuja koja 3amoBossaBa IIMH. IIpema Teopemu 3.1, T je ctpykrypHo motnyHa. Teopema 3.2
kaxe, V(T) = 1. Heka je D npou3sBosban nomeH 3Hama. [Tocmarpajmo ckyn akcuoma AX(D) koju nedunuiny
D. Axo D ne 3anoBossaBa IIMH, onza ra npommupyjemo 10 D' = D U {akcunome IIMH-a}. OBo nporuupeme
je xonsuctentHo: [IMH He caap)ku yHyTpallmke KOHTPaIUKIHje, jep ce 3acHuBa Ha akcnomama 2.1.2-2.1.4
koje cy mehycoOHo kon3uctenTHe (mokazano y Kpurepujymy 5.2, Jlokaszu 1-3),a Ta onepaiiuja npomupemha
D' = D U {akcuome IIMH} He npou3Boau HOBe KOHTpauKIHje ako D cam o ceOu HHje KOHTPaAUKTOPAH.
Camau T u D' 3anoBospaBajy IIMH.

[pumenumo Jlosernxajm-CkonemoBy teopemy [10, 18]: mocroje momenn My u Mp Koju jecy eIeMeHTapHO
CKBHBAJICHTHU M UMajy UCTy KapauHaiHocT. Kako cy obe Teopuje ctpykrypHo normyHe (Teopema 3.1), cBu
oBH MoJeiu cy uzomopduu. Jlakie, moctoju uzomopduszam y: My — M. OrpaHuuere Y Ha CTPYKTYPHO
jesrpo T naje GH-uzomopduzam ¢: T - D', atume u ¢p: T > D (jepD S D). m

Hoxa3s 4 (Ilpexo HocuIana uHpopmamuje):

Caaka teopuja T koja 3amoBosbaBa IIMH nedunumie Hocwian uapopmanuje It = Gr® Hy [19]. Crnuuno,
cBaku JIoMeH 3Hama D canpxu Hocunan Ip= Gp@ Hp koju 3anoBosbaBa ncre GH-akcuome (jep ce IMH
npuMemyje yHuBep3aiano). M3 teopuje undopmanuje [19], mBa HOCHOIA UCTE CTPYKTYPHE CIIOKCHOCTH CY
nzomop¢Ha ako nMajy ucty uapopmanuony earponujy. Kako one u T u D 3apoBossaBajy IIMH, muxoBa
uHpopMannoHa eHTponrja je MuHuMaHa U jeanaka (mro ciaequ u3 v(T) = 1 u v(D) = 1). Jlakne, nocToju
OujekTUBHO TpeciuKkaBambe u3Mmel)y ememenara It u Ip koje uwyBa GH-penanmje. OBo mpeciukaBame ce
npoinupyje Ha 1ene teopuje T u D jep cy cBe Teopuje n3Boa/buBe U3 cBOjux Hocwiara (Yciaos 3.1.3).m
®opmanno cmo nokazanu ga ce IMH Moxe KOPUCTUTH U Kao M3BECTaH Mocm u3Mely pa3HUX JANCIUILINHA,
omoryhaBajyhu nmpeHoC CTPYKTypHUX UCTHHA.

4.2 lepuHunuja u TeopemMe 0 eKBUBAJECHTHOCTH

Hedpununuja 4.2: GH-eKBUBATEHTHOCT I0MEHA

Jomenu 3Hamba Dy u D, cy GH-exBuBanentru [1, 13, 15]ako u camo ako nocroju 6ujekimja f:D1—D,
koja uyBa GH-penammje, 1j. 3a cBake nBe cTpykrype X, Y € Dy Baxu:

X ¢ Y y D; ako u camo axo f(X) ¢ f(Y) y D,.

Teopema 4.2: GH-exkBuBajleHIHja je peJialyja eKBUBaJIeHIHje

GH-exBuBaneHimja je peianuja eksuaicHipje [1, 15]Ha cKkymy CBHX JOMCHA 3HaIba.

Hoxka3 1 (PeduiekcuBHOCT):

Csaku nomer D je GH-exBuBasieHTan camom cebu. Heka je idp: D — D unentnuka mana, nepunncana ca
idp(X) = X 3a cBako X € D. OBa mana je ounrnenHo oujekiuja. 3a npousBosbhe X, Y € D, Baxu X ¢ Y y
D ako u camo ako idp(X) ¢ idp(Y) y D, jep idp(X) = X u idp(Y) = Y. [axue, idp uysa GH-penanuje.
Tume je pedaeKCUBHOCT J0Ka3aHa. W

Joka3 2 (CuMeTpHYHOCT):

Hexka cy Dy u D, GH-ekBuBanenthu. Tana noctoju GH-uzomopduszam f: Dy — D,, 1j. Oujexnnja koja Ty
gyBa GH-peaauuje. lebpunumumo f™: D, — D, xao uaBep3ny GpyHkuujy. Kako je f 6ujexknuja u f~1 jecte
takohe Oujekumja. Tpeba nokaszaru na f~* yyBa GH-penanmje. Heka cy U, V € D, npoussosbhu. [Toctoje
X, Y € Dy takBu aa f(X) = U u f(Y) = V. Tana U $ V y D, ako u camo ako f(X) ¢ f(Y) y D,. Kako f uysa
GH-penauuje, f(X) ¢ f(Y) y D, ako u camo ako X ¢ Y yD1. Amu X =f1(U)uY =f4(V), maX ¢ Yy D,
3naud f71(U) ¢ (V) y D;. Jakne, U & V y D, ako u camo axo f1(U) ¢ f1(V) y Dy, miro nokasyje aa f1
yyBa GH-peaauuje. TriMe je CAMETpUYHOCT I0Ka3aHa. W

Hoka3 3 (TpaH3UTHBHOCT):

Hexa je D; GH-exBuBajientan ca D, u D, GH-exBuBasientan ca D3. Taga nmocroje GH-uzomopduzmu
f: Dy — D, u g: Dy — D3. [ledunnmmmo kommnosumujy h = go f: D3 — Ds ca h(X) = g(f(X)).
Kommo3suija e Oujekumje je oujexiuja. Tpeba mokasaru na h yyBa GH-penammje. Heka cy X, Y € Dy
Npou3BOJbHHU. Tana:

X YyD; e f(X) ¢f(Y)yD; (jep f uyBa GH-penauuje)

& g(f(X)) ¢ g(f(Y)) y D3 (jep g uysa GH-penauuje)

& h(X) ¢ h(Y) y Ds.



Hakie, h uysa GH-peaanuje, na je GH-uzomopgpuszam. Tume je TpPaH3UTUBHOCT J0Ka3aHa. W

4.3Teopema ynusep3annoctu GH-exBuBanenunuje
Teopema 4.3: YuuBep3annoct GH-exBuBajieHmuje
CBu 1oMeHH 3Hama Koju 3a10BosbaBajy [IMH cy mehycoono GH-exkpuBanenthu [1, 13, 15].

Hoxa3 1 (IupextHo u3 Teopeme 4.1):

Heka cy D1 u D, npoun3BosbHM TOMEHH 3HaWka OHH KOjH 33/10B0JbaBajy [IpMHIMN MaTeMaTHYKe HYKHOCTH
(ITMH). TTpema Teopemu 4.1,cBaka Teopuja T koja 3agoBosbaBa [IMH moxe ce GH-uzomopdHo Manuparu
Ha OmI0 Koju JoMeH 3Hama. [locebno, y3memo 3a T cam momen D;. Tama Teopema 4.1 TBpau na ersuctupa
GH-momopduzam ¢: D; — D,. Ilpema [dedunnuuju 4.2, nocrojare GH-uzomoppusma uzmehy Dy u D,
ynpaBo 3Hauu na cy Dy u D, GH-exkBuBanentnu. Kako cy Dy u D, n3abpanu nmpou3BoJbHO, CBH JOMEHH
koju 3anoBosraBajy IIMH cy melycoono GH-ekBUBa/IeHTHH. W

Hoka3s 2 (IIpexo 3ajeTHHYKOT je3rpa):

Csaxu nomeH D koju 3amoBosbaBa [IMH canpxu GH-jesrpo Kp= {Gp, Hp} xoje Ty 3amoBosbaBa akcuome
2.1.2-2.1.413 Teopeme 2.2 (JeAMHCTBEHOCT) CJIEAM 1A je OBO je3rPO jEAMHCTBEHO 3a MaTh AOMEH. Al U3
Vuusepzanuoct [IMH-a (Teopema 4.1) cnenu na 6u 3a 6uto koja aBa gomena Dy u D, Mopana mocrojatu
GH-uzomopusmu y1: K 3—K 1wy Kipy—K, rae je K ynusepsanmno GH-jesrpo (u3omopdHO cBakom
1n0jeIMHauHOM jesrpy). Jlakie, komnosunuja Yot o ywy: Kip 3 — Kp,) je GH-uzomopduzam nsmehy obux
jesrapa. Kako cy camu nomenu Dy u D, u3BosbHBY U3 CBOjUX je3rapa npuMeHoM oneparopa R u @ (Ycios
3.1.3),0Baj m3omMopdu3zam ce mpoiupyje Ha meo gomen. Jlakie, D1 u D, cy GH-ekBuBajieHTHH. B

Hoxa3 3 (Ilpexo Teopuje pemieTkn):

[Mocmarpajmo ckyn S = { D | D3agoBoseaBa [IMH } cBux nomeHa koju 3an0BosbaBajy [IMH. [edunummmo
penanujy nopetka < Ha S ca D4 < D, ako u camo ako noctoju nHjekTHBHO GH-npecankaBame Koje dyBa
crpyktypy u3 Dy y D,. U3 cBojcraBa GH-penauuja (Axcuome 2.1.2—2.1.4u Teopeme 4.1, Taj mapiujanHu
ypehaj dopmupa pemerky [1] y ko0joj je omepanumja cynpemyma aata GH-yHmjom, a onepanuja napumyma
GH-npecexom. Y cBakoj pemeTKy, CBU €JIEMEHTH KOju ¢y Mel)ycoOHO m3oMophHH NpUNanajy UCcToj Kiacu
exBuBajieHuje. Kako Teopema 4.1mokasyje na cy cBu enemeHTd S mel)ycoOHO nzoMopduu (CBaku ce MOxe
ManupaTH Ha CBAaKU JPYTH), TO 3HAYM Jia S MMa caMo jeiHy KJiacy eKBHBaJeHIHje. Jlakiie, CBU TOMEHH KOjH
3anoBoJbaBajy IIMH cy mel)ycoono GH-exkBuBajieHTHU. B

5. KPUTEPUJYMU BAJIMJALINJE

3a mpoleHy 1a Ju TeopHja 3a10BoJbaBa IIpuHIMII MaTeMaTHYKe HY:KHOCTH, Ic(QUHHUIIEMO KPUTEPHjyMe
KOjH TIPEJICTaBIbajy ONIEPATUBHHU OKBUD 3a PUMEHY TEOpPH]j€ Y IPAKCH.

5.1 Kpurtepujymu cTpyKTypHe NOTILYHOCTH

Kputepujym 5.1 (CTpyKTYpHA NOTIHYHOCT)

Teopuja T mopa OutH ciocoOHa 13, y CBOM JOMEHY, T€HEpHIIE CBE pelIeBaHTHE 00jeKkTe U penanmje mehy
wrMa [2, 16], uckipyunBo kpo3 GH-pemnauuje nepunucane y Cexuuju 2.

Hoka3 1 (Ilpexo 1epuBanuoHe 3aTBOPEHOCTH):

Hexa je O npousBossan objekar y nomeny teopuje T. Ilpema Kpurepujymy 5.1, O mopa nmaru KoHauHY
nepuBaijy u3 GH-pemanuja. To 3Hauu 1a MOCTOjU KOHAa4YaH HU3 MpuMeHa omepatopa R u @ (Axcuome
2.1.2-2.1.4xoju nonazehu on reneparopa {G, H} mpousBoau O. CBaku TakaB HuU3 jecTe Aoka3z y T ga O
npumnaaa gomeny. Kako je O 6uo mpousBosbaH, cBH 00jeKkTH y T mMajy TakBy nepuBanmjy. Jakme, T je y
noTIyHocTH u3BeneHa u3 GH-penanmja, mro je ynpaso Yeiaos 3.1.3 @3BombuBoct) u3 ledunummje 3.1.
OBum je mokaszano aa Kpurepujym 5.1 momaun Yenor 3.1.3.06pHyTo, ako T 3agoBosbaBa Ycnos 3.1.3,
OHJIa CBakW o0jexaT mma jaepuBaiyjy, na Kpurepujym 5.1 Baxu. lakmne, Kpurepujym 5.1 je ekBuBaneHTan
Ycnosy 3.1.3.u3 yera cienu 1a T 3agoBoJbaBa Yciios 3.1.1m

Joka3 2 (Ilpexo KOHTpaaUKIMje ca jeruHCTBeHOMhY):



[TpernocraBuMo CynpoTHO: 1a Teopuja T 3amoBosbaBa Kpurepujym 5.1 (cBaku oOjexar reHepucan u3z GH-
penaunuja), anu na He 3ag0BosbaBa YcioB 3.1.3 @3BoaseuBoct). To 6u 3Haumio aa moctoju odjekar Oy T
Koju Hema nepuBanmjy u3 GH-pemaunuja. Mehytum, T0 je y TUPEKTHO] CYIPOTHOCTH Ca MPETIIOCTaBKOM J1a
T 3amoBospaBa Kputepujym 5.1. Jlakrne, npermocraBka je Hemoryha. OBaj 10ka3 He KOPUCTH €KBUBAJICHIIH]Y
Beh qupextny nmmiukanujy: Kpurepujym 5.1 = Venor 3.1.3.06puyta nmmrkanyja (mro je Yemos 3.1.3
= Kpurepujym 5.1)je TpuBHjaiHa: ako cBaku 00jekat WMa JepUBAIIH]y, OH/IA je TCHEpHUCaH. W

Hoka3 3 (Ilpexo makcumaanoctu GH-mpeike):

[Mocmarpajmo GH-mpexy M ([edununuja 2.3)koja ogrosapa teopuju T. [Ipema Teopemu 2.3,M u jecte
KOMIUIETaH CHCTEM Y OZHOCY Ha omepanujy €. KoMruieTHOCT 3HauM 12 je CBaKH €JIEMEHT MpEeXke JOCTHKaH
u3 rereparopa {G, H} npumenom @ u R. Axo Ou teopuja T cagpkaBana o0jekaT KOju HHje TCHEPHCAH U3
GH-peaauuja, Taj o6jexat He Ou npunaaao Mpexu M, mto 6u 3Haumno aa M Huje kommietHa. MehyTum,
Teopema 2.3kaxe na ceaka GH-mpe:ka jecte koMmruieTHa. Jlakie, cBaku objexaT y T Mopa OUTH TeHEepHCcaH,
na Kpurepujym 5.1Baxu.

OBaj mokas ce ocinama Ha Teopemy 2.3,a He AUPEKTHO HA Ae(HUHHUIIN]Y N3BOJJEUBOCTH. M

Joka3 4 (l'eHepaTHBHA NOTIYHOCT):

Csaku ob0jekat O y nomeny Teopuje T Mopa uMaTu KoHauyHy nepuBauujy [1, 15]u3 GH-penanuja, mro ce
MocTHKe npuMeHoM oriepatopa R u @ nedunncanux y Axcuomama 2.1.2—2.1.4Ako 6u noctojao odjexar
0e3 TakBe JepuBaImje, Taj oojekar He 6u Morao Outu u3BeneH n3 GH-penanuja, mro 6u HapymIo YcioB
3.1.3 @3BOABHBOCT). W

Joka3 5 (OacycTBo H3ry6/peHuX 00jexara):

[MpernocraBumo na noctoju odjexkar O y nomeHy Teopuje T koju ce He Moxke reHepucaru u3 GH-pemanuja.
Tana reopuja T' = T U {O} npezacTasipa npoiimpemne Koje Takoh)e 3a710BosbaBa OCHOBHE TOCTYJIaTe JOMEHa.
Mehytum, T' # T, mro je y cynpotHoctH ca YciaoBom 3.1.2 (eaunctBeHocT). Jlakie, cBaku 00jekaT Mopa
OuTH reHepucad.

Hoka3 6 (3aTBopeHocT onepanuje @P):

Omnepanuja @ (Axcuoma 2.1.3)ocurypaBa KOMILIETHOCT CHCTeMa jep oMoryhaBa KOMOMHOBamkEe OCHOBHHUX
crpykrypa. Kako G @ H = U renepurie yHuBep3anHy CTpYKTypy JOMEHa, OHJIA j€ CBAaKU €JIEMEHT JIOMEHa
noctmwkan npumenoM @ Ha onrosapajyhe renepatope. m

Kputepujym 5.2 (KonzucrentHoct y ogHocy Ha GH-akcuome)

Teopuja T He cMe OUTH Y KOHTPAJAUKIMjU Ca OCHOBHUM akcuoMama [3, 6, 17]GH-penanuja (2.1.2-2.1.4).
Hoxa3 1 (IIpexo uHBOJYTHBHOCTH R):

Axkcrnoma 2.1.23axteBa n1a R? = [, 1j. n1a je R nHBonmy1uja. Axo Teopuja T 3a710BoJbaBa OBY aKCHOMY, OH/IA
3a cBaku o0jekat X Baxu R(R(X)) = X. OBa ocobuHa uckspyduyje cBaky MmoryhHoct 1a R uma GUKCHY Tauky
pazmuuuty o1 G u H (jep 6u R(X) = X mosaaumno R(R(X)) = X, mto je m0o3BosbeHo camo ako X = G mu X
= H y3 nomatue ycnose). Konrpagukiuja 6u Hactana ako 6u mocrojao X takas aa R(X) Huje medunucan
win 1a R(R(X)) # X. Jlakie, 3aq0Bo/baBambe Akcuome 2.1.2rapaHryje J1a HeMa KOHTPAJUKIHja Y [¢jCTBY
oneparopa R. m

Joka3 2 (IIpexo CTPYKTYpPHE KOMILJIEMEHTAPHOCTH):

Axkcnoma 2.1.33axrteBa 1a @ Oyne aconmjaTuBHa, KOMyTaTHBHA U J1a ©IMa HEYTPAJIHH €IeMEHT. Ta cBOjCTBa
yuHe (U, @) xoMyTaTHBHUM MOHOUIOM. Y KOMYTATUBHOM MOHOMIY HE OM MOTJIO JOhH 70 KOHTPAJUKIIH]je
oomka X QY =ZuX@Y=WcaZ#W,jepje & nerepmMmuHuCcTHUKA omepanrja. AKo Teopuja T Taksa
CBOjCTBa 33/10BOJbaBa, OHJA je cBaka D-komOuHamuja jerHo3HauHO oapehena. Tume je cacBUM MCKJbydeHa
MOTYhHOCT KOHTPaJMKTOPHUX pe3yJTara pU CTPYKTYPHO] CHHTE3H. M

Noxa3 3 (Ilpexo nTepaTHBHE KOH3MCTEHTHOCTH):

Axcuoma 2.1.43axreBa na R*(G) = H 3a nenapuo n, u R*(G) = G 3a mapuo n. OBo 3Ha4u 1a npumeHa R He
MPOU3BOIH IIUKITyce OCUM OCHOBHOT nBouukiyca (G «<» H). /la Ou g01u10 U 10 KOHTPaAUKIIHUje, MOpao Ou
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mocrojatu Heku N 3a koju 6u R*(G) ucrospemeno 6wo u G u H, wiu Heku Tpehn objexar. Akcuoma 2.1.4t1o
eKCIUTMIIMTHO 3a0pamyje. Jlakie, ciaeau 1a 3a10B0JbaBakbe OBE aKCHOME OCUTypaBa Jia HeMa KOHTPaJAUKIIHTja
y UTepaTUBHOM NOHamamy R. m

Hoxa3s 4 (Ilposepa peduieKCMBHE CTA0OMITHOCTH):

[TpoBepaBamo ma mu Teopuja T 3amoBosbaBa Akcnomy 2.1.2:moctoju onepatop R Takas na R? = |. 3a cBaku
objexat y T, mpumena R nBamyT Bpaha opurnHamau objekar. AKo HeKH 00jekaT HapylIaBa OBO CBOjCTBO, Ta
Teopuja HUje KoH3ucTeHTHa ca GH-akcuomama. B

Kputepujym 5.3 (Henocrojame aaTepHATHBHUX pellierha)

Mopa ce 1okas3aTu Aa He MOCTOjH aNTepHaTHBHA Teopuja T' # T Koja 3a10BOJbaBa HCTE OCHOBHE YCIIOBE.
Hoxa3 1 (Ipexo nerepmunucTuaHocTd GH-renepammje):

GH-peaauuje cy nedunmncane akcuomama 2.1.2—2.1.40OBe akcuome Cy IeTEPMUHUCTHUKE. 33 JaTH CKYII
reneparopa {G, H}, oneparopu R u @ jennosnauno oapel)yjy cBe usBomsbube oojexte. To 3Haum na je GH-
mpexa ([Jedununuja 2.3) renepucana Ha jeIUHCTBEH HauMH. AKO Teopuja T 3amoBosbaBa Kputepujym 5.1
(cBaku objekar je renepucan u3 GH-pemnauuja), ouna je T y noTmyHocTH ofpel)eHa CBOjUM reHepaTOpUMa.
[pernocraBumo na mocroju T' # T, Koja 3a0BoJbaBa MCTE OCHOBHE yCIIOBe (McTe akcuoMe aomeHa). Tana
T' uma ucte reneparope {G, H} (jep cy onu nepunucann akcuomama jgomeHa). [[puMEHOM THX WACHTHUYHUX
JeTepMUHUCTHYKKX ornepatopa R u @, T' Mopa na npousBese uctu ckyn odjekara kao T. dakme, T' =T, a
TO je KoHTpanuknuja ca T' # T. Ctora anTepHaTUBHA TeOpHja HE TIOCTOjU. W

Hoka3 2 (IIpexo KOHTPAIUKIMje ca KOH3UCTEHTHOMIhY):

[MpernocTaBuMo 1a TOCTOjU aNTepHATUBHA TeopHja T' # T M TO OHa KOja 3a/10BOJbaBa MCTE OCHOBHE YCIIOBE.
[Mocmarpajmo objexar O koju npunana T anu He npunaga T (wim oOpHyTO). TakaB O Mopa mocrojaTu jep
cy teopuje paznmuunte. Kako obe Teopuje 3amoBossaBajy Kpurepujym 5.1, O uma aepusanujy y T u3z GH-
penammja. Melyytum, ucra aepuanuja, npumMeHeHa y T' (Koja ©Ma HCTe TeHEPATOPE U UCTE aKCHOME), Mopa
na npousseze O. To 3naun na O € T'. Konrpagukiuja. lakie, mpeTnocTaBka o IOCTOjamky ' BOAHU 10 TOra
na cBaku o0jexat u3 T npunaxa T'u o6pHyTo, ma T = T'. OBo je cynpoTHO npeTnoctaBuu ' # T. m

Joxka3 3 (IIpeko jeTMHCTBEHOCTH MoJIeJia):

Heka je T Teopuja xoja 3amoBosbaBa Kpurepujyme 5.1u 5.2.IIpema Teopemu 3.1, Teopuja T je cTpyKTypHO
notrnyHa. CTpyKTypHa MOTIIYHOCT MOBJIAYHM Ja Cy CBU Monenu 1 m3omopduu (kareropuunoct). Cana nabe
MPETIIOCTaBUMO Jia TIOCTOjU ajlTepHaTHBHA Teopuja T' # T koja 3a710BoJbaBa MOTIYHO UCTE OCHOBHE YCIIOBE.
[MocmaTpajmo mpousBosban Monen Mt teopuje T 1 pOU3BOJbAH MOJEI M{T:} teopuje T'. Kako T u T' obe
3aJ]0BOJbABAjy HCTE OCHOBHE aKCHOMe, oHAa ¢y 1 Mt u M {1’} MOJICJI UCTOT CKYTa AKCHOMA. U3 JloBenxajm-
CkonemoBe Teopeme [10, 18], mocToje eneMeHTapHO €KBUBAJICHTHH MoJiei. Mel)yTuM, U3 KaTeropuaHOCTH
T (Teopema 3.1) cienu na je cBaku Mojea T uzoMopdaH CBAaKOM JIPYroM Mojeny T, ajld TO HE 3HAYM U 1
cy nupextHo moaenu T u T' m3omopduu. Kibydno je: ako T' 3a70BoJbaBa UCTE OCHOBHE aKCHOME Kao U T,
OH/Ia je cBaku Mojzen T' takohe Momen Tux akcuoma. Ako T MMa jeJUHCTBEHH Mozeld (1o u3oMopdusma),
onxa M {1’} Mopa outn nzomopdan My. Anu To Ou 3HauMIIO Aa T' ONMUCYje UCTY CTPYKTYpy Kao T, ma 6u T'

Ouna exBuBajeHTHa 1 (jep 0o0e TeopHje TEHEPHIIy HMCTH CKyNl HCTHHHTHX HCKa3a O TOj CTPYKTYpH).
Kontpagukuuja ca T' # T. Jlakne, anrepHaTiBHA TeOpHja HE MOCTOjU. W

5.21'1aBHe TeopeMe BaJuIaLMje

Teopema 5.1: EKBUBaJIeHTHOCT KPUTEPUjyMa H HY’KHOCTH

Teopwuja koja 3a0BosbaBa cBe Tpu Kpurepujyma (5.1, 5.2, 5.3)e maTeMaTHYKH HYKHA.

Joxa3 1 (IlupekTHA MMIUTHKAIHja):

Hexka T 3agoBossaBa Kpurepujym 5.1. 13 Jlokaza 1 Kpurepujyma 5.1 (Ipexo nepuBaiiiioHe 3aTBOPSHOCTH)
cienu na T 3agoBoskaBa YcioB 3.1.3 (13BoasbHUBOCT).

Heka T 3amoBossaBa Kpurepujym 5.2. 13 Jlokaza 1 Kputepujyma 5.2 (Ipexo unBonytuBHocTH R), [lokasa
2 ([Ipexo crpykTypHe KomiuieMenTapHocTr) 1 JJokasza 3 ([Ipeko urepaTuBHE KOH3UCTEHTHOCTH) 3ajeTHO OH
cneamio ma T 3amoBosbaBa YciaoB 3.1.1 (OH3HCTEHTHOCT), jep Ty 3a[0BoJbaBame CBUX TpHjy GH-akcnoma

(2.1.2—-2.1.4yapanTyje 1a HEeMa YHYTpAIIbUX KOHTPAIUKIIH]ja.
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Heka T 3agoBoseaBa Kpurepujym 5.3. U3 Jlokaza 1 Kpurepujyma 5.3 (Ipexo nerepmunuctuanoctu GH-
reHepaiimje) cieIu Jia He MOCTOjU anTepHaTHBHA Teoprja T' # T Koja 3a/10B0JbaBa UCTE OCHOBHE YCJIOBE, a
TO je ynpaBo YcioB 3.1.2 (eIHHCTBEHOCT).
Haxne, T 3amoBosbaBa cBe ycnoBe Jedununmje 3.1,1a je MaTeMaTHYKH HY>KHA. W
Hoxa3 2 (ITpexo crpykrypHe KommiementapHoct) u Jlokasa 3 (IIpeko utepaTHBHE KOH3UCTEHTHOCTH) —
3ajeIHO — W3 Yera cieau aa T 3a10BosbaBa YcinoB 3.1.1 (OH3HCTEHTHOCT), jep 3a/10BOJbABABE CBUX TPHUJY
GH-akcuoma (2.1.2—-2.1.4)apanryje 1a HeMa YHYTPAIIBUX KOHTPAIUKIIH]A.
Heka T 3amoBossaBa Kpurepujym 5.3. U3 Joka3za 1 Kpurepujyma 5.3 ([Ipeko nerepmunuctiuunoctu GH-
reHepaiimje) cjeau a He MOCTOjU aNTepHAaTHBHA Teoprja T' # T Koja 3a/10B0JbaBa HCTE OCHOBHE YCIIOBE, a
TO je ynpaBo YcioB 3.1.2 (e AMHCTBEHOCT).
Haxne, T 3amoBosbaBa cBe ycioBe Jedpununmje 3.1, na je MaTeMaTHUKH HY>KHA. W
Joka3 2 (Ilpexo Teopuje kaTeropuja):
dopmupamo kateropujy C uuju cy 00jeKTH Teopuje Koje 3a710B0sbaBajy Kputepujyme 5.1, 5.2u 5.3.
Mopdusmu y C cy GH-uzomopdusmu (ledunuimja 4.2). Y T0Oj KaTeropuju, MOCTOjH TCPMHUHAIHHE 00jeKar
T* Koju npejcTaBba ,HAjorITHjy" HyKHY TeopHjy. CBaka Teopuja T y C uma jenuncrseru moppuszam f: T
— T* (jep ce cBe Teopuje MOry ManupaTs Ha T* kpo3 GH-uzomopduszam, npema Teopemu 4.1). OBo 3HauN
na T uMa ucta CTpyKTypHa cBojctBa Kao 1. Kako T 3amoBosbaBa Jeduuunujy 3.1 (ep je TepmuHamHu
o0jekar y KaTeropuju Hy>)KHHX TeopHja), To u T 3agoBoJbaBa Jedunuiujy 3.1. m
Hoka3 3 (Ilpexo pukcHe Tauke):
Jedunummmo onepatop F Ha mpocropy Teopuja Ha ciaenchu vaunn: F(T) je Teopuja nobujeHa 1o1aBamem
CBUX o0jekaTa Koju ce cBU Mory reHepucatu n3 GH-penanuja nonazehn on renepatopa T, anu y3 ouyBame
kKoH3ucTeHTHOCTH. Ako T 3am0BosraBa Kputepujym 5.1, onna T Beh caapxu cBe TakBe o0jekTe, na je oHAa
u F(T) € T. Axo T 3anoBossaBa Kputepujym 5.2, F(T) je konsucrentHa. Axo T 3amoBossaBa Kpurepujym
5.3, He mocToju antepHatuBHa Teopuja, na F(T) He Moxe Outu pasmuuurta o T. dakae, T = F(T), 1j. T je
¢ukcHa Tauka oneparopa F. dukcHe Tauke F cy ynpaBo Teopuje koje cy 3arBopere nojx GH-renepanujom,
KOH3UCTEHTHE U jJeIUHCTBEHEe — IITO je ynpaBo eunummja 3.1. m
Teopema 5.2: Oa1y4yuBOCT NpodIeMa HYKHOCTH
ITpoBepa aa ik TeopHja 3a0BOJbaBa KPUTEPHUjyMe HYXKHOCTH je oaayuuB mpobiem [8, 10]3a cBe koHauHe
TOMEHE.
Joka3 1 (Konauna nperpara):
3a KOHauYHE IOMEHe, CKyIl MOryhinx Teopuja je KoHa4yaH (CKyn o0jekara je KOHadaH, a CKyIn penaiuja mMely
mrMa koHauaH). [IpoBepa Kpurepujyma 5.1 (CBaku 00jekat uMa IepUBaLKjy) 3aXTeBa MPETpary JepHuBaIiija
710 KOHauHe nTyOrHe — mTo je koHayHo. [IpoBepa Kpurepujyma 5.2 (koH3ucteHTHOCT ca akcomama 2.1.2—
2.1.4)je xonauHa mpoBepa cBojctaBa. [Iposepa Kpurepujyma 5.3 fenocrojame antepHaTHBa) 3aXTeBa MyHO
ynopehuBame ca CBUM OCTaJIMM TeopHjaMa y KOHA4HOM cKymy. CBe OBO je W3BOJIJBMBO y KOHAYHOM
BpEeMeHy. W
Joka3 2 (ANropuTaMcKkmu):
Konctpynmemo anropuram:

1- T'enepumm cBe 00jeKTe TOMEHa.

2. 3a cBaku o0jekar, npoBepu Aa Jin uma aepuBairjy u3 GH-penanuja (Kpurepujym 5.1). Ako He —

onbanu.
3. IIpoBepu aa u cy akcuome 2.1.2—2.1.&anososbeHe (Kpurepujym 5.2). Ako HuCy — oxdalru.
4. [IpoBepu N1a 11 IOCTOjU anTepHaTUBHA Teopuja T' # T koja mpomnazu kopake 1—3.Ako nmocToju —
onb6anu.

AJropuTaM ce 3ayCTaBJba HAKOH KOHAYHO MHOTO Kopaka u aaje oarosop JA/HE. m
Joxka3 3 (IIpeko cJI0KeHOCTH):
[Tpo6Gyiem npumaza kinacu P 3a koHaune momene. Heka je n = |qomen|. [Iposepa Kpurepujyma 5.1 3axteBa
O(n x d) omeparmja, rae je d MakcumanHa ayKkuHa aepuBaiuje (KoHcranrta). [IpoBepa KpI/ITepI/Ijill:\l/Ia 5.2



3axteBa O(n) onepanuja (mpoBepa R? = |, uta.). [Ipoepa Kpurepujyma 5.3 3axteBa ynopehupame ca cBum
octanum teopujama — Makcumaiano O(2") y Hajropem ciyuajy, aiu U 3a CBe KOHaYHE IOMEHE ca (UKCHOM
CTPYKTYPOM OBO je TOJIMHOMCKO [2, 16]. [lakie, ykynan 6poj Kopaka je MoJMHOMCKH y N. M

5.3 /lonaTHu KpUTEPUjyM poOyCHOCTH

Kputepujym 5.4 PoGycHocT Ha nepTypbanmje)

Teopuja T mMopa 6utu pobycha [2, 16] Ha mane mpoMeHe y AeDUHUIMjaMa U aKCHOMaMma.

Joka3 1 (IIpexo KOHTHHYHTETA HY’KHOCTH):

Heka je T marematuuku HyxkHa Teopuja. [Ipema Teopemu 3.2,v(T) = 1. ITocmarpajmo daMuiujy Teopuja
T(g) xoja HacTaje masioM mepTypOanujom akcuoma win aedunuimja T, rae € € [0, &) MEpU UHTCH3UTET
npomene. Oynkiuja v(T(€)) je KOHTHHYaTHA y € aKo Cy meprypbaruje 10BoJbHO Maie (jep ce u 0Baj CKyI
aNTepHATUBHUX TeopHja Mema Henpekuauo). Kako v(T(0)) = 1, KOHTHHYaJIHOCT MOBJIAYX Ja 32 JOBOJHHO
mato € Baxu V(T(€)) > 1 — & 3a npousBosbHO Maiio 8. [Toce6Ho, 32 & = 0.05,v(T(€)) > 0.95 Bpeanoct v(T)
> 0.953Haum 12 je yaeo aNTepHaTUBHHUX TeOpHja MamH o1 5%, mTo je TOBOJBHO 32 MPaKTHYHY POOYCHOCT
— Masa neprypbanuja He MOXKe MTPOU3BECTH 3Ha4YajHy anTepHaTtuBy. [lakie, Teopuja T je poOycHa Ha Maie
npoMeHe. W

Hoxa3 2 (Ilpexo CTPYKTYpHe CTAOHJIHOCTH):

GH-penauuje (Axcuome 2.1.2—-2.1.4)i0cenyjy cBojcTBO cTpykTypHe ctadbmiHocTh [1, 15]: Mmane nmpomene
y mapamMeTpuMma He MEHajy TOIOJOIIKY CTPYKTYypy cuctema. KoHkperHo, onepatop R (uHBONynmja) jecre
crabuiad Ha mMaje neprypoamuje jep ycnos R? = | neduHuIIe 3aTBOpEH CKyll Y IPOCTOPY OIepaTopa.
Cnuuno, onepanuja €, oHa Koja 3a10BOJbaBa ACOLMJaTUBHOCT, KOMYTaTUBHOCT U IOCTOjar¢ HEYTPATHOT
elieMeHTa Je(hUHHIIe CTPYKTYPY KOMYTaTHBHOT MOHOMIA KOja je CTa0uIHa Ha Maye mpoMeHe (jep cy cBa Ta
CBOjCTBa 3aTBOpEHa y oAroBapajyhoj tomosoruju). Ako Teopuja T 3a10BOJbaBa OBE aKCHOME, OHJIA U HCHA
Mmaina neprypOamnmja T' 3amoBosbaBa ucte akcuoMme (y3 moryhe Oe3HauajHO momepame rpanuiia). Kako cy
Kpurepujymn 5.1-5.3u3Benenn u3 oBux akcuoma, ' he ux takolhe 3amoBospaBary, ma he mpema Teopemu
5.16uTn MaTeMaTH4Ku Hy)XHA. W

Hoxa3 3 (IIpexo TOMOJIOMIKE OTIIOPHOCTH):

[Tocmatpajmo mpocTop X Kao MPOCTOp TeopHuja Koje 3aJ0BOJbaBAjy OCHOBHE aKCHOME JJOMEHA, ONPEMJbCH
npupoHoM Tomosorujom [10, 18],y k0joj cy aBe Teopuje GIM3y aKo Ce CIaxy Ha BEIUKOM Opojy Gopmya.
Hexka je N € X ckyn maremaTnuku Hy )kHUX Teoprja. Oumga Bpanmo aa je N orBopen ckym. [IpermoctaBumo
cynpotHo: Heka T € N Huje yHyTpamma Tauka. Tajga cBaka OKolMHA T caipxku U Teopujy T' Koja HHje
HyxHa. To 3Hauu ga T' He 3am0BoJbaBa Oapem jeman ox Yciosa 3.1.1-3.1.3.Mehyrum, Ycnosn 3.1.1
(kom3uctenTHOCT) U 3.1.3 (13BOAIBMBOCT) Cy 3aTBOPEHHU YCIIOBHU (aKO Cy 337I0BOJbCHU Y T, 33I0BOJBEHH CY U
y JIOBOJEHO Majioj OKoJIHHH). YcioB 3.1.2 (eqMHCTBEHOCT) je Takohe OTBOPEH y MPOCTOPY TeopHja jep ako T
HEMa aJTepHATHUBY, Majia MepTypOalrja He MOXe Jla IPOU3Be/e alTepHAaTUBY (jep O anTepHaTHBa OmiIa
omu3y T, ma 6u Beh moctojana). Jlakiie, cBaka JOBOJHAHO Majia OKOJHHA T CaJp)KU CaMO OHE TEOpHje Koje
3aJI0BOJbABA]y CBE TPH YCIIOBE, Tj. caMo Hy»He TeopHje. Tume je N oTBOpeH, mITo 3HaYM J1a 3a CBaKy HYKHY
Teopujy T TIOCTOjH €-OKOJIHMHA y KOjOj CY CBE TEOPHj€ Hy>KHE. W

6. METPUKA HY KHOCTHU CA ITPAKTUYHUM ITIPUMEPUMA

3a KBaHTUTAaTUBHY NPOLEHY MaTEeMAaTU4Ke HY)KHOCTH, YBOJUMO (popMaHy METPUKY HYHOCTH YHja CBpXa
je na omoryhu npeunsHy npolLeHy U yrnopehuBame Teopuja. AnapaT npeacTaBba ONEPaTUBHU €0 TEOPH]je
koju omoryhasa npaktuuny npumeny IIMH-a.

6.1 ®opmajina nepUHUIIHja MeTPUKE HYKHOCTH
Nepununuja 6.1 (Merpuka matemaruuke Hy:kHocTH): [Ipema Jlepununuju 3.2, CTereH MaTeMaTHUKE
ayxnoctr Teopuje T je v(T) =1 - {T"# T | T' & AX}| / [{yxynHe Teopuje}|.

6.2 IIpakTHYHH KPUTEPHUjYM HYKHOCTH
[MpakTuyHM KpUTEpUjyM HY>KHOCTH m3paszuhemo mpeko Teopeme 6.2, y3 KOjy JajeMo TpH JOKa3a Kao INTO
CMO JaJIU 1 33 OCTaJIe TEOpeMe Y paoBHMa.
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Teopema 6.2 (IpakTHYHA HY>KHOCT)
Axo v(T) > 0.95,0n1a Teopuja T MoXke ce cMaTpaTH NIPAKTUYHO HY)KHOM 3a Hay4yHe npuMeHe. To 3Hauu na
je BepoBaTtHOha mocTojama anTepHaTHBHE Teopuje Mama o1 5%.
Hoka3 1 (CtaTucTHYKA 3HAYAjHOCT):
Heka je v(T) > 0.95 U3 Jedunnrmje 6.1,v(T) =1 - {T'# T | T' & AX}| / |{yxynue Teopuje}|. Onanne
CIIe/IH:
T"#T| T & AX}| / |{ykynue Teopuje}| < 1 - 0.95 = 0.05
Jlakiie, yJieo anTepHaTUBHUX TEOpHja KOje 3aJ0B0JbaBajy McTe oCHOBHE akcuome AX je mamu on 5%. Kao
IITO 3HAMO, Y HAYYHO] METOAOJIOTHjH, HUBO 3Ha4yajHocTH 0 = 0.05cTanmapaHo ce u y3uma Kao TpaHuIa 3a
onbanmBame Hyate xunorese [19]. OBne je HynTa XUMore3a Ja MOCTOjU alTepHATUBHA Teopuja. Kako je Ty
BepoBaTHONA HEHOT MOCTOjamka Mama of 5%, HynTa xunote3a ce ojbaiyje. Ctora ce 1 T Moxke cMaTparu
NPAaKTHYHO HYXKHOM, Tj. HE TIOCTOjH 3HayajHa aJTepHATHBA. M
Joxka3 2 (Ilpexo BajecoBe BepoBaTHohe):
Hexka je Q mpocTop cBuX TeopHja Koje 3a10BoJbaBajy ocHOBHe akcrome AX. [IpernocraBuhemo yaudopmuy
npeTxoHy pacrnoneny BepoBatHohe mo Q, 1j. P(T) = 1/[2| 3a cBaky teopujy T € Q. Heka je, nasmbe, norahaj
A = {v(T) > 0.95}. Axo v(T) > 0.95 tana u3 lepunurmje 6.1cnenu naje {T' # T | T' & AX}| / || < 0.05,
Tj. Opoj anTepHaTHBHUX TeopHja je Marbu oa 0.05K2|. bajecoBa anoctepuopHa BepoBaTHOha OBJIE OMOBpPrasa
jemuuctBeHoct T (1j. moctoju T' # T) ycnosibena norahajem A je:
PAT' #T|A) =T #T| T = AX}| /|| <0.05
Jlakie, BepoBatHoha rpeike (1a T 3ampaBo MMa anTepHATUBY) Mama je o1 5% ¥ 3a10BoJbaBa CTAHIAPIHH
Hay4HH KPUTEPHUjyM 3a MPAKTHYHY NTPUXBAT/HHBOCT. M
Hoxka3 3 (Ilpexo Teopuje undopmanuje):
Csaka teopuja T HocH oapeheHy KomnuuHy HH(pOpMaIHje o JoMeHy Koju omucyje. Heka je H(Q) = log,|Q|
earponyja [19] mpocropa cBux Teopuja Koje 3a10BosbaBajy AX (y3 MpeTmOCTaBKy paBHOMEPHE pacrojene).
Kana ycsojumo Teopujy T, nHpopmannoHu ry0OuTaK y oJHOCY Ha KOMILJIETaH CKyHI CBUX MOTyhHx Teopuja
U3HOCH:
Lioss = H(Q) - H{T}) = log2|€| - log:1 = log|€|

MelbyTum, ako nOCTOje aNTepHATUBHE TEOPHje, OHE HUCY HY)KHO M3Try0JbeHe — OHe Cy U Jasbe Moryhe. Anu
npaBy MH(OPMAIIOHN T'YOUTaK ycie ycBajama 1 je 3ampaBo Mepa HEM3BECHOCTH Kojy oxdaiyjemo. Kan je
v(T) > 0.95 ro3naun maje {T' # T | T' = AX}| < 0.05K2|. Taxa je:

Lioss = 100(|€2] / (2] - {T" # T}|)) <log,(1/ 0.95)= 0.0746ura
OBaj ryOuTak je 3aHeMapJpHB y OJHOCY Ha yKynmHy umH(popMmammjy cuctema. [lakie, ycBajame T He q0BOAN
710 3Ha4YajHOT TyOnTKa HH(pOpMAaIIFje, IITO je MPAKTUYHO ONpaBJaHo. M

6.3 0ceT/bUBOCT METPHKE HYKHOCTH
Jepununuja 6.2: OceT/bHBOCT METPUKE HY)KHOCTH
OcetspuBocT [2, 16] MeTpuke Hy:KHOCTH AeduHHIIeMO Kao Op3uny mpomene v(T) y ogHOCY Ha MPOMEHY
ckyna akcroma AX:
S(T) =gv(T)/0AX]|

6.4 Teopema 0 0ceT/bUBOCTH HY;KHUX TeopHja

Teopema 6.3 (OceT/bHBOCT HYKHUX Te€OpHja)

3a HyxHe Teopuje, ocersbuBocT S(T) = Q

Joka3 1 (IupeKTHO U3 HY>KHOCTH):

Heka je T maTematnuku HyxHa Teopuja. [Ipema Teopemu 3.2 v(T) = 1. OBa BpeAHOCT He 3aBUCH 0] H300pa
ckyna akcuoma AX, mox ycinoBom na AX 3a70BoJjbaBa OCHOBHE MocTyiare gomeHa (jep je T HykHa, na je u
jenuHcTBeHa Oe3 003upa Ha Mame Bapujanuje y akcuomarusaiuju). Jlakie, v(T) je koHcTaHTHA QyHKIMja HA
npoctopy akcuoma. 3Box koncrantae Gyukimje je Hyna: ov(T)/0AX = 0.

Mo Jedunnunju 6.2,S(T) = pv(T)/0AX|, ma S(T) =0 m
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Hoxa3 2 (Ilpexo Teopuje ONTHMAIHOCTH):

[Tocmarpajmo ¢ynkimonan v(T) Ha mpocTopy CBUX TEOpHja, KOje 3a10BOJbABAjy OCHOBHE aKCHOME JIOMEHA.
Hyxue teopuje cy, npema Teopemu 3.2, rnobanuu makcumymu oBor ¢ynkuuonana (v(T) = 1). V Teopuju
ontumusanyje [2, 16],y Tauku riodaniHOr MaKCUMyMa, CBH mapiujainu u3Boau (y oarosapajyheM cmuciy)
Mopajy OuTH HyJa, jep OM y CyIpOTHOM TOCTOjao mpasall y KojeM Ou pyHKIHja pacia.

Crora ov(T)/0AX =0, ma S(T) =0 m

Hoka3 3 (Ilpexo Teopuje CTAOHIHOCTH):

Kpurepujym 5.4 pobycHoct Ha neptypOanuje) yrBphyje 1a cy HyXKHE TeOpHje CTPYKTYpHO CTaOMIIHE: Majie
poMeHe y neduHHIMjaMa U aKCHOMaMa He Memajy BHX0oB cTaryc. KoHkpeTHO, ako je T HyxHa, OHAa 32
CBaKy J0BOJBHO Maiy nmpoMeHy 6AX ckyma akcroma, v(T) octaje 1. 3naun aa je v(T) JT0OKaIHO KOHCTAHTHA
(dyHKIMja Ha TPOCTOPY aKCHOMa.

JlokanHa KOHCTAHTHOCT ToBIa4n aa je m3Bo Hyia: ov(T)/0AX = 0,ma S(T) =0.m

Hoxka3 4 (Ilpexo Teopuje cumeTpuje):

Hyxue teopuje, npema cBojoj aedunuiuju (Ycnos 3.1.2),umajy CBOjCTBO jeIMHCTBEHOCTH: aJTEpPHATHBHA
Teopuja T'. Koja 3a7j0BOJbaBa UCTE OCHOBHE MOCTyJaTe, He mocToju. OBO CBOjCTBO je MHBApHjaHTHO Ha CBE
cuMeTpHjcke Tparchopmaimje ckyna akcuoma AX [1, 15]:ako je T HyxHa 3a AX, onaa je u T Hy)XHa u 3a
cBaKkH cuMeTpHjcku TpaHchopmucanu ckyn akcuoma 6(AX). Crora v(T) He 3aBucu o uzdopa AX yHyTap
opbure cumetpuje. OBo 3Hauu 1a je ov(T)/0AX = 0 y npaBimMa Koju 0JroBapajy CHMeTpujama, a Kako OBe
CHMETpPH]je TEHEPHIILY 1Ie0 IPOCTOp aKcHoMa (3a Hy)KHE TeOpHje), H3BOJ je HyJla y CBHM IpaBIUMa. B

Hoxa3 5 (IIpexo Teopuje HHBAPHjAHTHOCTH):

Heka je T matematnuku HyxHa Teopuja. [Ipema Jedununuju 3.1, T je jenunctena (Ycmos 3.1.2),mro he
3HAYUTH Jla He mocToju T' # T koja 3a70BosbaBa ucte ocHoBHE akcuome AX. Ta ocoOrHa He 3aBUCH O] TOTra
KaKO Cy OBE aKCHOME 3aIucaHe, r1e Onio Koja eKBUBaJICHTHA (hOpMyIIalija HCTUX TOCTYIaTa BOIU Ka UCTO)
teopuju T. Crora je v(T) uHBapujaHTHA Ha cBe Mase nmpoMeHe AX Koje HE MEHajy CaapKHUHY MMOCTYJara.
WuBapujanTHOCT Ha Masie npomene umrutunupa jaa je Ov(T)/0AX =0, ma S(T) =0 m

7.BE3A CATEAEJ-XWUJIBEPTOBUM ITAPOBUMA

Osga cekuyja ycnocrasiba hopmaniHy Be3y usmely nBe BakHe Teopuje: Teopuje MaTeMaTHuKe HYKHOCTH
u Teopuje I'enen—Xun6eproBux naposa. OBa Be3a nokazyje kako GH-nmapoBu npencTaBbajy KOHKpETHY
UHCTaHIly MaTeMaTHYKe HY)KHOCTH M KaKO Ce OHa MOKe MPUMEHUTH Ha oBe mapose [4, 5, 6].

7.1Teopema 0 GH-mapoBumMa Kao0 HHCTAHIU HY’KHOCTH
Teopema 7.1 (GHH1apoBu ka0 HHCTAHIIa MaTeMaTHYKe HY’KHOCTH)
Ceaku munuManau I'exea—Xuiaoepros map (A, B) [4, 5, 6] yBek uncrannupa IIpuHIMnm MareMaTHiKe
HY:KHOCTH: 33/10BoJbaBa YcnoBe 3.1.1 kounsucrentHoct), 3.1.2 {enunctBenoct) u 3.1.3 (13BOAJBUBOCT).
Hoxa3 1 (Ilpexo cBojctaBa GH-mapa):
Heka je (A, B) munumanuu I'enen—Xunoepros map. [Ipema lepunnnmju 2.1.0 GH-penanuja), Baxu:

A + Con™}(B) u B - Confi™}(A) (melycobHa konsucrentrocT)

A ¥ Con™(A) u B i Con™™}(B) (uummBuayanna nenornysocr)

A ¢ B, B¢ A, i akcoMaTCKe OCHOBE Cy CYNITHHCKH JAUCjYHKTHE (HEYMOPEaUBOCT)
Yeaos 3.1.1 gomsucrentroer): M3 A F Conf™(B) u B - Con™(A) cienn ma cy A u B nojexunauno
KOH3UCTEHTHH (jep /10Ka3yjy KOH3UCTEHTHOCT OHOT JIPYTor, a ako OM HEeKH OMO HEKOH3HMCTEHTaH, JT0Ka3UBao
Ou cBe, YKIJbY4yjyhy ¥ KOH3UCTEHTHOCT OHOT JIPYTOT, aJld TO HE MEHha YHIHCHUILY I jé CaM HEKOH3UCTEHTaH
rJie ce Mo3MBaMo Ha cTaHxapany ummbernny ga Confi™(X) mosnaun komsucrentHOCT X y Meta-TeopHjn).
Hakie, (A, B) 3agoBosbaBa Ycios 3.1.1.m
Joka3 2 (Ilpeko jeAMHCTBEHOCTH peJialuje):
Penammja A < B (MeljycoOHa noka3suBOCT (hMHUTapHE KOH3UCTEHTHOCTH) jeCTe jeAMHCTBEHA 3a JaTH Tap.
[MpetnoctaBuMo ja moctoju antepHatuBau map (A, B') koju 3a10Bo/baBa UCTE OCHOBHE yCiiOBe (HCTE OHE
akcuoMe JioMeHa). 36or munuManHoctu (A, B), cBako cnabuje nojauarme Boau 10 ryoutka GH-cBojcraBa.
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Axo 6u (A', B') 6uo pa3nuuut, oHaa OU MOpao OUTH WK jauyd WK claOuju. AKO je jauu, OHa HapylaBa
YCJIOB HEYIOPEAUBOCTH (jep Ou jenaH CHCTeM caapKaBao IpyrH). AKO je caalduju, OHAa HE MOXKE JIOKAa3aTH
Conf™ onor npyror. Jlakne, antepratusa He moctoju. OBa jeAHHCTBEHOCT 0AroBapa Yciony 3.1.2 m
Joka3 3 (Ilpexo uzBoasbuBocTH U3 GH-penanuja):

Mununmanan GH-map (A, B) je korctpyucan y [6] kao map (Q*, Gg) ca eKCIUMIUTHAM WHTEpIpeTaIrjaMa
I: B — AuJ: A — B. Ose unteprperanuje omoryhasajy Ja ce cBaka TeopeMa jeIHOT cucTeMa IpeBelie y
teopemy apyror. IToceGro, Con'f™(B) je mspenena y A, n Confim(A) y B. Cama teopuja A (oaHocHO B)
u3Boau ce u3 GH-penamuja xpo3 unrepnperanujy J (omHocHo |). Jlakie, cBaku 01 CUCTEMA je W3BOJJbUB
n3 GH-penanuja npeko uaTepnpeTanyja, mTo oarosapa ycjaony 3.1.3 m

Joka3 4 (IIpexo kaTeropujcke 1yaJHOCTH):

GH-napoBu popmupajy kateropujy y kojoj cy A u B ayamau o6jextu [1, 13, 15]./lyantnocT noapasymesa
noctojame Mmoppusama f: A — B u g: B — A takBux aa cy komnosunuje uaeHturetd. OBa CTpyKTypa jecte
nzomoppua GH-penanmju nepunmncanoj akcuomama 2.1.2—2.1.4pneparop R oxroeapa mpenacky ca A Ha
B, a @ oxarosapa kateropujckom kompousBony. Kako je (A, B) muHuManaH, oBa KaTeropmjcka CTpyKTypa je
jenunctBeHa. Tume je mokazano na GH-map nHcrannupa akcome GH-penanuja (Cekmuja 2), ka0 OCHOBY
3a mpumeny Teopeme 5.1.m

Hoxka3 5 (Ilpexo Teopuje nudopmaiuje):

ocmarpajmo GH-map (A, B) kao nudopmarmonn cucrem [19]. Mehycobna mokasusoct Conf™(B) y A u
Conf™}(A) y B crBapa nnpopmammony metsby. EHTpomHja TaKBOr CHCTeMa je MHHEMAITHA Kaja je perarmja
CUMeTpUYHA U 0e3 CyBUITHNX WHpopMalyja. Munnmanan GH-map ynpaBo v MOCTHXKE Taj MUHUMYM:. CBaKa
nonaTHa akcuoma y A wiu B Hapymmna 6u paBHOTE)Xy. MUHUMaHA €HTPOINHUja Ty OJroBapa MaKCHMAIHO]
HyxHoctH (v = 1). Crora (A, B) 3a10BosbaBa yciioBe Hy)KHOCTH. B

Joka3 6 (Ilpexo pukcHe TauKe onepaTopa KOMILIEMEHTAPHOCTH):

Jlepurnmumo omeparop ® Ha mpocTopy maposa (opmanaix cuctema: (A, B) = (A + Confi}(B), B +
Conf™}(A)). GH-nap je dukcna tauka osor oneparopa: ®(A, B) = (A, B) (jep A Beh caapxu Conf™(B)
Kao Teopemy, U 00pHyT0). OBa MUHMMAIHOCT OCHI'YpaBa ja je oBa (MKCHA Tauka jeJIMHCTBEHA 3a IaTH HHUBO
cnoxeHnoctH. OuKcHe Tauke oneparopa @ ympaBo U jecy OHH IapoBH KOjU Cy 3aTBOPEHH IO ONEpalyjoM
J0/1aBaba KOH3UCTEHTHOCTH OHOT pyror. OBa 3aTtBopeHocT oaroBapa YcnoBy 3.1.3 (13BobHBOCT), 0K je
jenuHcTBeHOCT canpxana y YcinoBy 3.1.2.Kousucrentnoct (Yenos 3.1.1)ty cnenu u3 I'emenose |l Teopeme
[9] (A # Conifim}(A) u B 1+ Conf™}(B)). m

7.2 lepunnumja GH-pesianmja Kao Hy’)KHUX CTPYKTypa
Hedpununuja 7.2: GH-penanuje kao Hy:KHe CTPYKTYype
GH-peaauuja m3mehy cucrema S; u S, je MareMaTHUKU Hy)KHa aKo 33J0BOJbaBa!
*v($;—S;) = 1 (motmyHa HyXKHOCT Be3e Sy Ka Sp)
*v(S;—S;) = 1 ([motmyHa HyXHOCT Be3e S, Ka Sy)
*Vv(Sy) < 1u v(S;) < 1 (nojenMHaYHU CUCTEMH HUCY MOTITYHO HYXKHH)
Jedununmja ocurypasa qa HYXKHOCT NpUIIa/ia peNlalijy, a He MojeJHHaYHnM cuctemuma. OBO M olroBapa
npupoau GH-nmapoBa rae penanmja HOCH CEMaHTHIKY TSKUHY.
Jedununmja je KOH3UCTEHTHA ca ONIITHM MPUHIMIIAMA peTallioHe HY>)KHOCTH U oArosapa Jepurnmuju 3.1
3a peJlanroHe CHCTEME.

7.3 Koncrpyknuja muanmaanux GH-naposa
IMpumep 7.3: Q" & Gy kao Hy:KHA CTPYKTypa
Cucremu Q* (IA¢ — PoOuHCcOHOBa apuTMETHKA ca Ag-HHAYKIHjoM) U G (eJIeMeHTapHa reOMeTpHja aji ca
aKCHOMOM JMCKPETHOCTHU U Oe3 MocTyara napajienHoctu) [6] dopmupajy HyKHY CTPYKTYPY jep:
= v(Q* — Gp) = 0.99(mornyHa Hy)HOCT Bese Q* ka G)
» v(Go— QF) = 0.99(nornyna HyxHoCT Bese Gy ka Q)
* v(Q%) <1uv(Gyp) < 1 (mojenuHavHN CHCTEMH HHUCY MOTIYHO HYKHH)
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Cucremarcka npetpara naposa [6] mokasyje aa HujenaH cinadbuju nap He Moxe octBaputd GH-penanmjy.
[Tpu ToMe ce mMucnu Ha peaiHe mocrojehe akcmoMaTcKe CUCTeMe, He MUCTH ce Ha npuMuTuBHE GH-map.
CBako mojauame jeJHOT CHCcTeMa PYIIH PaBHOTEXKY, TOK clabibeme oHeMoryhaBa MeljycoOHy Bamuaammjy.
Jloka3HO-TeOpHUjCcKa aHaIM3a OBUX CHCTeMa jaTa je y [17].

OsuM je nokasano 1a (Q*, Gy) npencraba munumainn GH-nap koju uncranuupa Jepunununjy 7.2.
*Bpemnoct 0.99 je cumbonmuka — o3Ha4yaBa 1a je BepoBaTHoha antepHatuBe < 1%, mTo je cTpoxe o
crangapasor o = 0.05.Y rpanmynom cmucity, v — 1.*

7.4Teopema 0 MUHMMAJTHOCTH U HY’KHOCTH
Teopema 7.4 (MUHHMMAIHOCT MMILTHIHPA HY’KHOCT)
Axo je (S;, S;) munumanan GH-map, oHaa je BUXOBa pesalifja MaTeMaTHUKU Hy)KHa (Koja. 3a70BOJbaBa

Hebununmjy 7.2).

Joka3 1 (Ilpexo KOHTpaIUKIMje ca MUHUMAIHOIIhY):
Heka je (S, S;) munumanaun GH-map. [IpeTnocTaBuMO CynpoTHO, 1a BUX0Ba Peialiija Hije MaTeMaTHIKH
HyxHa. To 3Haun, npema Jlepunnnuju 7.2, 1a 6apeM jenaH o ycaoBa HHjE UCITYHHCH:

" (S, — ) <1,um

* v(S;— S) <1 um

» v(S)=1lumv(S;) =1
Ako v(S;) = 1,0on1a Ou S; OMO MOTIYHO HYy’KaH cam 3a cebe, MTOo O 3HAYKMJIO J]a HE MMOCTOjH aJTepHATHBA,
anm Tajga 6u S, 6uo cyBumaH, na (S;, S;) He 6u 6o MuHUMaIaH. Ako V(S; — S;) < 1, To 3HaYM Ja MOCTOjU
alTepHATHBHA TeopHja S;' Koja 3a10BOJbaBa UCTE YCIOBE Kao S; y penanuju npema S,. Tama 6u u map (S,
S,) Takohe 6mo GH-map, anu ca mamum pecypcuma (jep je S;' # S;), WITO MpecTaB/ba KOHTPATUKIIU]Y Ca
muauMaHOmhy (S;, S;). AnanorHo 3a v(S; — S;) < L Makne, cBu ycinosu lebunuimje 7.2 Mopajy OuTH
UCIyH-CHH. B
Joka3 2 (Ilpexo Teopuje peureTkn):
GH-napoBu ¢opmupajy pemerky [1, 15]y kojoj je penauuja nopetka aepunucana ca (S, ) < (T4, Ty)
ak0 $; € T1 u S; € T, (1. jenan map je MamU ako Cy BErOBH CUCTEMH MOTEOPHje APYTOT Mapa).
Munnmanau GH-nmap je, no neuHUN]H, MUHIMAJIHHA €JIEMEHT y OBOj PEIICTKH. Y PEIeTKH, MUHIMAaTHH
€JIEMEHTH MMajy CBOJCTBO JIa Cy jeIMHCTBEHU y CBOM HHMBOY CJIOKEHOCTH: HE IOCTOjU APYTH €IEMEHT KOjU
je crporo mamu. OBa jeMIHHCTBEHOCT je ynpaBo ycioB V(S; — S,) = 1u v(S; — S;) =1 (jep anrepHaTuBHA
penanuja Ou mpeacTaBibaia Ipyru eaeMeHT y peuietku). Takohe, v(S;) < 1u v(S;) < 1cnenu u3 tora na cy
S; u S; nojenunavno HenornyHu (['exen), mwro je Heonxonan ycios 3a GH-nap. [dakne, munumanaun GH-
nap 3ajoBoJsaBa Jlepunuiujy 7.2.m
Hoxa3 3 (Ilpexo Teopuje nudopmaiuje):
Heka je (Sy, S;) munmvanan GH-nap. TIpema Jeduanmjn 2.1.0,S; F Con'fi}(S,) u S, - Con!fin}(S)).
Osa MmelycoOHa 10Kka3MBOCT cTBapa nHpopmannony nerpy. Entpornuja [19] oBakBor cuctema je H = H(S;)
+ H(S,) - I(Sy; S2), tae je I(Sq; S;) meljycobna nrdopmanuja. MUHUMATHOCT 3HAYM J1a C€ SHTPOINHUja HE
MOXe Jajbe cMamuTH 0e3 Tydsbema GH-cBojeraBa. Kana je enTponuja MunumanHa, onaa je u Mehycodna
urdopmanuja [(Sy; S;) MakcuMaHa, IITO 3HAYM Ja CBAKH CHCTEM HOCH MaKCHMAaJHy HH(POPMAIHjy O OHOM
apyrom. OBo oxrosapa ycioBuma v(S; — S) = 1u v(S; — S;) = 1 (jep Ou cBaka anTepHaTHBA 3HAYMIA 1
undopmanuja Huje nornyHa). Takohe, v(S;) < 1u v(S;) < 1caeau u3 Tora Ja nojeJMHAYHA CUCTEMHU HUCY
notiyHo aerepmutucanu (['exen). Jaxne, munumanan GH-nap 3amoBosbaBa Jepununujy 7.2. m

8.3AK/bYYAK: MATEMATHUKA KAO YHUBEP3AJIHU MOCT
[IpuHIMN MaTeMaTHYKe HY’KHOCTH IIPECTaB/ba CHAXKaH ajaT 3a YjeIUbEmhe CBUX METOIOJIONIKIX OCHOBA
pa3mUuUUTUX HaydHUX AucipmuinHa [2, 16]. Kpos dopmanny teopujy GH-penauuja, oBaj IpUHIUIT HYIH
CacBUM jEeJJMHCTBEH KPUTEPHjyM BalIHUAALMje TEOPHUja, KOjU MPEJCTaB/ba MOCT M3Mel)y YncTe u MpUMEHIbeHE
MaTeMaTHKe, 1 MOTyhHOCT BepuuKaImje Teoprja BaH JOMEHA EMITHPH]jCKE MTPOBEPIHUBOCTH.

IMPUJIOI" A: KPUTHUKE U OJITOBOPH
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OBaj mpuiior pe3epBrCaH je 3a HeKe eBEHTyallHe KPUTHKE pajia U caMe MaTeMaTHIKe Hy>)KHOCTH Kao MojMa |
BeroBe Moryhe Bese ca IpyruM HaydHUM qucnuiuimHama. Ha te kputrike najemo u npunanajyhe oarosope.

Kpuruka 1: [Tojam ,MaTemaTH4Ke HY’)KHOCTH' HHje MPENNU3HO HU Ne(UHICAH Y CTAHIAPAHO] MaTEMAaTHIKO)]
JIUTEpaTypH.

Onrosop: Pax yBoau HOBH mojam kpo3 popmanny Jepurnimjy 3.1,3acHOBaHy Ha TPHU ONepaTHBHA yCJIOBa!
KOH3UCTEHTHOCT, jJeIMHCTBEHOCT M M3BOJbMBOCT 3 GH-penanmja. OBa nedunnImja jecte y MOTIIyHOCTH
dopmanuzoBana u omoryhasa nmpoBepy y KOHKPETHUM cilydajeBuMa, Kao 1mto je npumep (Q*, Go) y 7.3.

Kputuka 2: Metpuka v(T) = 1 - [{T" # T}|/|{ykynne Teopuje}| npernocraspa koHauan 6poj Teopuja, mITO
y OIIITEM CJIy4ajy HHje UCITYHEHO.

Onrosop: Jlepunuimja 6.1 kopructr HopManu3zaimjy 10" kao cuMOOTHYKH 3amkc Koju rokasyje aa v(T) —1
Kajia ajJTepHaTHBe He mocrtoje. Y mpakcH, v(T) ce He padyHa ITUPEKTHO, Beh ce KOpHCTEe KPUTEPUjyMH U3
Cekrje 5 Koju cy omepaTUBHO MPUMEHUBHU. 3a KoHauHe nomene, v(T) je 106po aedunucano; 6eCKoHaUHe,
paay ce 0 rPaHUYHO] BPEAHOCTH.

Kputuka 3: GH-peaamuje u3 Ceximje 2 (akcrome 2.1.2—2.1.4)enyjy npou3BoJbHO. 3aITo y3eTH Oari Te
akcuome?

Onrosop: M3abpane akcuome cy aaneko oj npou3BosbHHX! OHE Cy ancTpakiyja CBOjCTaBa €KCIUTUIUTHO
peanuzoBanux y I'emesn-XuioeproBum mapoBuma Gopmanuux cucrema [4, 5, 6]. Konkpetro, oneparop R
oJroBapa mpeiacky n3Mely KOMIDIEeMEHTapHHUX cucTeMa, @ oaroBapa CTPYKTYpHO] CHHTE3H, @ UTEpaTHBHA
KOH3UCTEHTHOCT OfIpa)kaBa YHILEHUILY Ja MpuMeHa R Mema yrore cuctema. JlerajbHa ONpaBIaHOCT JaTa je
kpo3 Teopemy 7.1,re ce mokasyje na muanManau GH-napoBu 3a710B0JbaBajy OBE aKCHOME.

Kpuruka 4: Pag xopuctu mojMOBe U3 TEOpHje KaTeropuja, Teoprje Mojena, Teoprje nHpopManyje Ha HeKn
HAYMH KOjH HHj€ y OTIYHOCTH (OPMaIH30BaH.

Onrosop: Caka o7 0BHX TeopHja kKopuinheHa je Ha HUBOY cTraHmapaHux pedepenu [1, 10, 14, 18, 19].
Jlokasu koju ce mo3uBajy Ha wux (Hrp. Teopema 4.1, noka3 2; Teopema 4.3, 10ka3 3) camo mokasyjy aa ce
MPUHIAIT MaTEMAaTHIKE HYKHOCTH MOYKE M3Pa3UTH y THM OKBHPHMA, aJId OB JIOKA3H HE 3aXTeBajy MyOOKY
dopmanuzanujy. [ maBHE JOKa3H Ocamajy ce Ha akCHOME B TEOpEeMe M3BeIeHEe YHYTap CaMor paja.
Kputuka 5: Tlpumep (Q*, Gp) y Cekuuju 7.3HaBoau v Bpeanoctu (0.99)6e3 mokasa.

Onrosop: Kouctpykitija oBor mapa u gokasu 1a v(Q* —Gp) = 1u v(Go — Q*) = 1 (y rpaHUYHOM CMUCITY)
natu cy y [6], Ha koju ce pax no3usa. OBJe ce HaBOJE caMo Pe3yaTaTu paau wiyctpaimje. Bpennoct 0.99je
cUMOOJIIYKa — O3HAaYaBa JIa je BepoBaTHONA alTepHATHBE 3aHEMapJbHBA.

Kputuka 6: Pan tBpau yHusepsanny npuMeHsbuBocT (Teopema 4.1),anu He faje KOHKPETHE MPUMEpe BaH
MaTeMaTHKeE.

Onrosop: [IpuMena Ha apyre HauHe nuctuiuinae Ouhe oOpahena y moceOHUM pagoBuma koju ciene. OBaj
pan aaje TeOpHjCKU OKBHP; MIPAKTHYHE MIPUMEHE Cy MPEAMET HapeTHUX My OInKaImja.

Kputuka 7: Pag xopuctu nojam GH-uzomopduszam (ledunuiuja 4.2) nako ra HUr/e EKCIUTUIUTHO HUjE
neduHMCa0 Kao mocedaH 1mojaMm — caMo OMHCHO y JJOKa3HMa.

Onrosop: GH-u3zomopdu3zam je 6ujexnmja koja uyBa GH-penanuje. lberoa nedunnimja je IMIUTAIUTHO
nara y Jedunnnuju 4.2: nomenn D1 u D, cy GH-exBuBajieHTHH ako moctoju 6ujeknuja f: D4 — D, Taksa
na X ¢ Y y Dy ako u camo ako f(X) ¢ f(Y) y D,. Caka taksa 6ujekiija jecte GH-u3omopduzam.
ExcrnnmunurHa nedunuiyja Huje yBeseHa 3aceOHO jep je TOBOJHHO jacHa M3 KOHTEKCTa, a leHO CBOjCTBO je
neTajbHO oOpal)eHo Kpo3 gokaze pedIeKCUBHOCTH, CAMETPUYHOCTH U TpaH3UTUBHOCTH Y Teopemu 4.2.
Kputuka 8: Y Ilpumepy 7.3Bpennoctu v = 0.991enyjy npon3BobHO.

Onrosop: Bpexnrocr je cumbonuuka — y [6] je mokazano na je (Q*, Go) munumanau GH-map, na je {T' #
T} =0wuv =1 Bpennoct 0.9903nauaBa 1a je BepoBaTHoha antepHaruse < 1%, CTpoXke 0] CTAHAAPTHOT 0,
=0.05.
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IMPUJIOI' b: CKUIE AJITEPHATUBHUX JTOKA3A

VY 0BOM IpHJIOTY JajeMO CKHUIlE aITepPHATHBHUX JI0Ka3a, C TUM IITO Tpeba MMAaTH y BHIY Jla C€ MPHUIIOKESHU
JI0Ka3W HE CMAaTpajy MpaBUM JoKa3uMa Beh caMo HBHMXOBOM MHTYHTHBHOM HOTKperoM. To mTo HOoce Ha3uB
»JI0Ka3" He Tpeba ma 30yHH jep My ApYyraduju Ha3uB HEe OW MPHUIMYNO W3 pa3jiora mTo OM Ce CBAKH O HHX
3aKMCTa MOTA0 Pa3BUTH y OHAj MIPABH J0Ka3 ako O ce 3a To ykazana norpeda. Mmnak, 3Hamo 1a ce Ta morpeda
Hehe yka3aTu y OBOM pajy jep OW TO 3HAYMIIO JIa Cy CBH JOKa3M HEKE TeopeMe MOTPEIIHU IITO HUje peanHa
OIIIIHja, Tla TAKO MOKEMO OYEKHBATH JIa Ce HEKO YITYCTH y JOKA3WBAKE U3 OBHUX CIUIIA PAIU PA03HATIOCTH.

b.1 Ckune anrepaaTuBHux aqoka3a Teopeme 3.2

Hoka3 1 (Ilpexo TomoJomIKe ryCTHHE):

[Tpocrop Teopuja je kommnaktan [10, 18]. Ako Teopuja T HHje jeqMHCTBEHA, OHAA MOpPa MIOCTOjaTH OTBOPEHA
OKOJIMHA aJITePHATHBHUX TEOPH]a, IITO je Y CYNPOTHOCTH ca HyXHOIIhy.

b.2 Ckune antepHaTuBHux aqoka3a Teopeme 4.1

Hoka3 1 (Ilpexo Teopuje THMOBA):

Hebunumremo cuctem tunosa [1] 3a T u D. IMH 06e36el)yje npeciukaBame tunosa t. Type(T)—Type(D)
KOj€ 4yBa PeJalloOHy CTPYKTypYy U OCUT'ypaBa KOH3HCTEHTHOCT HY>KHOCTH.

Joka3 2 (Ilpexo Teopuje HHBAPHjaHTH):

Csaxu nomen D uma ynusepsanne unapujante [1, 15]Ip. Konctpyumemo onna u mamy ¢(t)=f(Ip(t)) rae f
ocurypasa odyBambe GH-CTpyKType 1 Hy)KHOCTH.

Hoxka3 3 (Ilpexo Teopuje pedpieKCHBHUX je3rapa):

Caaku gomen D campxu peduexcuBHo jesrpo [1, 13] Kp uzomopbro GH-ctpykrypu. Cinenu mana ¢ koja
ce nedununIe kao npommupeme nzomophuszma . T —Kp Ha untar nomen D.

b.3 Ckuue aarepaaTuBHuX Aoka3a Kpurepujyma 5.3

Joka3 1 (Er3ucTeHnHjajJHA POBEPKA):

Cucremarcka npeTpara IpocTopa TeopHja Koje 3a10B0JbaBajy HCTe OCHOBHE moctynare. Kopuntheme oBux
aropuTMa 32 reHepHcambe KaHAUIaTa U J0Ka3 J1a HUjeJjaH 0Baj KaHAWAAT HE 3a/0BOJbAaBA CBE KPUTEPHjyMe
HYKHOCTH.

Joka3 2 (Kopuurheme Teopuje mojeia):

Kopumiheme Teopeme jeanHcTBeHOCTH M3 Teopuje Moaeia [10, 18].IToka3uBame a Cy CBU MOJEIIN TEOPH]e
T u3oMopdHHU eTMMUHUIIE TPOCTOP 32 ANTEPHATUBHE TEOPHjeE.

b.4 Ckune antepHaTuBHUX J0Kka3a Teopeme 6.2

Joka3 1 (Ilpexo Teopuje urapa):

Crpateruja ycBajama T uMma ouekuBany qo0uT > 95% kao makcumanHo moryhy, mTo je BUCOKO edukacHa
cTpaTeruja.

Bb.5 Ckuue anarepaaTuBHux qokasa Teopeme 7.4

Joka3 1 (Ilpexo Teopuje ONTUMAIHOCTH):

Munnmanan GH-napoBu cy riio0aiHd ONTUMYMH (YHKIH]E CIOXKEHOCTH. Y ONTUMAIHOCTH, HYXHOCT j€
MaKCHMaITHa.

Hoxa3s 2 (Ilpexo Teopuje cumeTpuje):

MUHHIMATHOCT OCUTypaBa MaKCHMAJIHy CUMETPH]Y Y peNaliju, Koja OAroBapa HyKHOCTH.

Hoka3 3 (Ilpexo Teopuje HHBAPHjAHTH):

MuHMMAaTHY TApOBU M3y jeIMHCTBEHE WHBapHjaHTe. JeIMHCTBEHOCT MHBAPH]aHTH OATOBAPa HYKHOCTH.
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EITAUJIOI

Kana maTtemarnuka HyxHOCT, y cmuciy Jledunnmuje 3.1, ocTurae cBoj MakcuMyM, cycpehemo ce He camo
ca mykoM BepoBaTtHohoM Beh ca cTpykTypHOM HykHomthy. Hucy y muramy camo nmpopadyHu — TO Cy Marie
HYKHOCTH, Marie Koje HaM IMoKa3yjy IyT Ka Ay0JbeM pa3zyMeBamy CTPYKTYpe TEOpHja.

Kana cMo 3amouenn oBaj HCTpaKMBAYKU MyT, OWIIA CMO PYKOBOH)EHH YBEpPEHEM Ja MaTEMAaTHIKE CTPYKTYpe
HUCY MPOM3BOJbHE KOHCTpYKIH]je, Beh na onpehenn cucreMu Hoce camu y ceOu CBOJCTBO jEMHCTBEHOCTH H
KOH3UCTEHTHOCTH KOj€ UX YHHU U3y3eTHUM. Pesynratu oBe Tpujase Hy)KHOCTH, KOjy OBaj paj 3arodynmbe, He
camo 11a moTBphyjy OBy Xumnote3y Beh je y3amKy Ha HUBO (popMaHe Teopuje.

To HaM roBOpH J1a HICTUHE KOje OTKPHUBAMO HHCY NMPOU3BOJbHE TBOPEBHHE, Beh CTPYKTYpHH yCIIOBU KOj€ CMO
Mpeno3Hain U popManu3oBain. Maremarrnka, y HOBOCTBOPEHOM OKBHPY, HHj€ CAMO j€3HK KOjUM OIHCYjeMO
YHUBEP3yM — OHA OTKPUBA HYXKHE OJHOCE KOjU MPETXO0/IE CBAKOM OIHCY.

Osa Tpujaja npecraBiba MOYETAK, a He Kpaj. CBaku 0J1 OBUX pe3yJsiTaTa OTBapa HOBE IyTE€BE HCTPAXKUBabA,
HOBe MOryhHOCTH 3a pa3ymeBame CTPYKType 3Hama. HajBakHHja opyKa jecTe jeTHOCTaBHA: HYXXHOCT HUje
b, Beh myT. Ml MM cMO TeK KpO4MIIM Ha Hhera.
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